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ANNALEN DER PHYSIK 


5. FOLGE, BAND 12, HEFT 8, MARZ 1932 


a 


Von Hans Gebelein 


"m 2 (Auszug aus einer Göttinger Dissertation) 
(Mit 18 Figuren) 


Inhalt: § 1. Eulersche Winkel und Eulersche Gleichungen. — 
$2. Näherungslösungen der Kreiselgleichungen (Erste Näherung, Zweite 
Näherung, Das unendliche Näherungsverfahren). — $ 3. Über den auf- 
rechten Kreisel. — § 4. Experimenteller Teil (Konstruktion des Kreisel- 
modells, Ergebnisse der Experimente). — Zusammenfassung. 


$1. Eulersche Winkel und Eulersche Gleichungen 


Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag liefern zur Theorie 
des schweren unsymmetrischen Kreisels. Unser Wissen über 
Kreisel besteht bis heute im wesentlichen in der erschöpfend _ 
durchgeführten Theorie des kräftefreien unsymmetrischen 
Kreisels und des schweren symmetrischen Kreisels, zwei Teil- 
probleme, deren Lösungen in geschlossener Gestalt bekannt 
und nach ihrem dynamischen und kinematischen Inhalt dis- 
kutiert sind. Dagegen ist man trotz mancher Vorstöße in das 
Gebiet des unsymmetrischen schweren Kreisels, dessen Diffe- 
rentialgleichungen sich bekanntlich nicht mehr in geschlossener 
Form lösen lassen, bisher in keiner Weise zu abschließenden 
Resultaten gelangt. 

Auf Grund der erwähnten Unmöglichkeit der Darstellung 
einer Kreiseltheorie von der geforderten Allgemeinheit in ge- 
schlossener Form konnte meine Aufgabe nur die sein, die all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen mit Hilfe unendlicher Ver- 
fahren zu approximieren in einer Weise, die durchsichtig genug 
ist, daß sich allgemeine Eigenschaften der Lösungen angeben 
und dynamisch deuten lassen. Die Untersuchungen zeigen, 
daß dies in weitem Ausmaße auch möglich ist. 
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Unter einem Kreisel versteht man einen beliebig ge- 
stalteten starren Körper, der in irgendeinem seiner Punkte, 
dem Stützpunkt oder der Kreiselspitze, so festgehalten wird, 
daß er sich um diesen Punkt noch beliebig drehen kann. 
Einen solchen Kreisel nennt man einen kräftefreien, wenn 
keine äußeren Kräfte auf ihn einwirken, was z. B. der Fall 
ist, wenn der Schwerpunkt mit der Kreiselspitze zusammen- 
fällt. Nicht kräftefreie Kreisel bezeichnet man kurz als schwere 
Kreisel, da die wichtigste in Frage kommende äußere Kraft 
die Schwerkraft ist. 

Die Aufgabe, die Drehbewegungen eines Körpers im Raum 
zu untersuchen, erfordert die Beschreibung der gegenseitigen 
Lage zweier rechtwinkliger Koordinatensysteme mit gemein- 
samem Ursprung. Die Beziehung zweier solcher Systeme 
aufeinander geschieht mit Hilfe der Eulerschen Winkel. 

Es sei (2 y 2) ein im Raume | 

festes, (ABC) ein im Körper 

festes Koordinatensystem. Es 

läßt sich (a# yz) durch drei Dre- 

» hungen mit (ABC) zur Deckung 
bringen in folgender Weise: 


1. Drehung des Systems(z y2) 


ly um die z-Achse; Drehwinkel y. 

| Die «-Achse geht in die 
Fig. 1 Knotenlinie über. Es entsteht 
(x, Y, 2) 


2. Drehung des Systems (x, y, 2) um die Knotenlinie; 
Drehwinkel #. Die z-Achse geht in die C-Achse über (z, %, 2,) 

3. Drehung des Systems um die z,- oder C-Achse. Dreh- 
winkel g. Es entsteht das System (2,9, 2,)==(A BC). 


n Formeln: 


z, [ cosy sin EP 0 
= | — sin y cos | 2,)=|0 cos#sin#||y, 
2, \ 0 0 1/\ \ 0 — sin # cos \2,, 
\ cos @ sin g 0\ | 2, | A 
— sin g cos p0]| y, |= | B | zusammen: |B| = 
0 C C; 


Or ‘= 
4 


. 
‘ = 
ac 
= 
4 
- 
ong 
En 
ap 
Pie 
wal 
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ie oo mit 
Punkte om sing /1 0 y sin y 0 
wird, 1) (E)=|— sinpgcosg0| cos | — sin cos 
kann. 0 0 1 0 cas sin ao cos a \ 0 0 1 
wenn 
aig Besonders wichtig sind die For- 
er Fall 
meln, die den Zusammenhang her- 
| stellen zwischen den Komponenten 
schwere 
> Kraft des Drehvektors (u, Uz Uc) im körper- 
festen System (A BC) einerseits, und 
den zeitlichen Ableitungen der Euler- 
ı Raum schen Winkel anderseits. Dieser Zu- 
seitigen sammenhang folgt sofort aus der Be- 
zemein- 
merkung, daß # in der Knotenlinie 
ysteme A % 
g in der C-Achse, in der z-Achse \ 
Winkel. A 
liegt (vgl. Fig. 2). Die betreffenden 7 
Raume ; 9 \ 
Gleichungen lauten: 
Körper 
m. Es us = toosp + wsin sing, 
(2) up = — Hsing + wsind cosg, 
| 
ise: 
ns(x und entsprechend nach #, @, aufgelöst: 
nkel y. FR 
ntsteht (3) | = Uc — ctg + UgCos gy), 
ay = cosec F (ug sin + Up cos gy). 
enlinie; Der grundlegende Begriff der ganzen Kreiseltheorie ist der _ 
‘2 Ya des Drehimpulses, den wir auch schlechthin „Impuls“ nennen, 
Dreb- da lineare Impulse in der Kreiseltheorie nicht vorkommen und 
daher keine Mißverständnisse zu befürchten sind. Der Impuls = 
ist ein Vektor, dessen Komponenten lineare Funktionen der ad | 
a Komponenten des Drehvektors sind, und zwar entsteht der ee: 
Impulsvektor durch Multiplikation des Drehvektors mit der 
| Trägheitsdyade, die zum Drehpunkt, der Kreiselspitze gehört. er a 
\ Um den expliziten Ausdruck des Impulses in der einfachsten 
F Gestalt zu erhalten, wählen wir ein für allemal die Haupt- DaB i 
| y achsen des zur Kreiselspitze gehörigen Trigheitsellipsoids als = 
Achsen unseres körperfesten rechtwinkligen Koordinatensystems 
58* 


‘ 
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(ABC) So erhalten wir für den Impuls 8 die Komponenten- 

darstellung: 

(4) B=(Au,, Bug, Cuo), 

wo A, B,C die Hauptträgheitsmomente des Kreisels sind. 

Die gesamte Dynamik des Kreisels wird nun beschrieben 

durch die Vektorgleichung: 

Zeitliche Ableitung des Impulses = Äußeres Moment. 
(5) = = M. 

Das äußere Moment, d. h. das Drehmoment der von außen 
angreifenden Kräfte ist eine vektorielle Größe, deren Dar- 
stellung einfach ist mit Hilfe der Eulerschen Winkel, die 
die Lage des Kreisels im Raum angeben. Beziehen wir 
Gl. (5) auf den festen Raum, so stellt die linke Seite die 
absolute Änderungsgeschwindigkeit des Impulses dar. Diese 
setzt sich aber zusammen aus der Änderungsgeschwindigkeit 


relativ zum Kreiselkörper und der Mitführungsgeschwin- 
digkeit (are =[ux®B] Es ist aber = (A tig, Biiy, C ric). 
= 7 Geht man hiermit in Gl. (5) herein, so erhält man in in Kom- 
a ponentenschreibweise die Gleichungen: 
Aus —(B—C)uguc = My, 
(6) 
C tic — (A — B)u ug = Mo. 
Dabei sind die M,... gewisse Funktionen der Eulerschen 
_ Winkel [vgl. unten Gl. (10). 

Bei jeder stabilen Kreiselbewegung ist die eine der drei 
Achsen A, B, C dadurch vor den beiden anderen ausgezeichnet, 
daß um sie allein eine wirkliche Drehung stattfindet, während 
um die beiden anderen nur Schwingungen geschehen. Diese 
Achse nennt man die Figurenachse, und sie wird im folgenden 
stets mit dem Buchstaben C bezeichnet. 

Je nach der Lage des Schwerpunktes im Kreiselkörper 
_ unterscheide ich Kreisel vom Typus 0, I oder II, je nachdem 
der Schwerpunkt mit der Kreiselspitze zusammenfällt, auf 
der Figurenachse liegt, oder irgendwo im Kreiselkörper liegt. 
Ein Kreisel vom Typus 0 ist also ein kräftefreier, vom Typus I 
ist z. B. der schwere symmetrische Kreisel der Technik, während 
der von S. Kowalewski behandelte Kreisel vom Typus II ist. 
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Die Gl. (3) und (6) liefern zusammen ein simultanes System 
von 6 Differentialgleichungen. Diese Gleichungen heißen die 
Eulerschen Gleichungen und zwar zitiere ich die Gl. (6) 
als „Dynamische Eulersche Gleichungen“, die Gl. (3) dagegen 
als „Kinematische Eulersche Gleichungen“. 

Da die Gleichungen des schweren unsymmetrischen Kreisels 
zu kompliziert sind, als daß eine direkte und allgemeine Behand- 
lung in Frage kommen würde, es sei denn, daß man die Glei- 
chungen durch sofortige Linearisierung weitgehend vereinfacht 
und sich mit der erhaltenen ersten Näherung begnügt, wie 
dies bei Grammel?) (a. a. O., S. 134ff. und S. 147ff.) geschieht, 
so wird man versuchen, von einem der lösbaren Spezialfälle 
aus durch Einführung kleiner Parameter in das unbekannte 
Gebiet vorzudringen. Als Ausgangspunkte für ein solches 
Vorgehen bieten sich vor allem die Theorie des schweren 
symmetrischen Kreisels und die des kräftefreien unsymmetri- 
schen Kreisels. Von der ersteren ist Max Winkelmann in 
seiner Dissertation ?2) ausgegangen, indem er einen kleinen Para- 
meter als Maß für die Unsymmetrie des Kreisels einführte 
und sich Methoden bediente, die bestimmten, in der Astro- 
nomie angewendeten Methoden verwandt sind. Indessen be- 
deutet die Symmetrie des Trägheitsellipsoids eine starke Spe- 
zialisierung des allgemeinen Problems, durch die die me- 
chanische Bedeutung der Gleichungen sehr verwischt wird 
und nur noch schwer zu erkennen ist. Deshalb ziehe ich es 
vor, den anderen Weg einzuschlagen und vom kräftefreien 
Kreisel aus eine Theorie des schweren Kreisels zu entwickeln. 

Im Falle des kräftefreien, unsymmetrischen Kreisels zer- 
fällt die Lösung der Eulerschen Gleichungen in zwei voll- 
kommen getrennte Teilaufgaben, nämlich 

1. Lösung der drei dynamischen Eulerschen Gleichungen, 
die für sich ein simultanes System bilden, eine Aufgabe, die 
sich vollkommen im Geschwindigkeitsraum abspielt, und 

2. Lösung der drei kinematischen Eulerschen Gleichungen, 
wodurch erst ein anschauliches Bild vom Bewegungsvorgang 
gewonnen wird. 

1) R.Grammel, Der Kreisel. Seine Theorie und seine Anwen- 
dungen. Verlag Viehweg & Sohn 1920. 


_ 2) M. Winkelmann, Zur Theorie des Maxwellschen Kreisels. 
Dissertation. Göttingen 1904. 
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Aufgabe 1. 
Es handelt sich um die Lösung der folgenden drei Diffe- 
rentialgleichungen: 


(7) B up (C _ A)uc U4 = 


Cüc—(A- 


Diese Gleichungen werden bekanntlich durch die Jacobischen 
Funktionen sn, cn und dn befriedigt. (Vgl. z. B. Grammel, 
S. 45 ff. oder Dissertation Gebelein 8. 9f.) 

Es seien jedoch hier nur die näherungsweisen Lösungen 
ausgeschrieben, die man erhält, wenn man beim rasch laufenden 
Kreisel mit hinreichender Genauigkeit den Modul k der ellip- 
tischen Funktionen gleich Null setzen und trigonometrische 
Funktionen verwenden darf. Dann erhält man als Lösungen 
der dynamischen Eulerschen Gleichungen: 


Um=acosnt 2 A(C— A), 
(8) sın n mı of: 
= const = f AB 2 


Aufgabe 2 

Mit diesen Ausdrücken geht man in die kinematischen 
Eulerschen GI. (3) herein. Da wir jedoch nur Näherungs- 
lösungen erhalten wollen, führen wir außerdem zur Verein- 
fachung in den rechten Seiten dieser Gleichungen für 9 und ¢ 


die Niherungswerte + = #, und g=ft ein. Dann wird 7 2 -B 
: ‘ ¥ 


= cos f+mt+- cos(f—n)t usw. 
und eine Quadratur 
-b 
- sin (f + m)t + sin (f — mt, 
b 
(1 — cos(f + n)t) 
(8a) (1 — cos (f — m 


+1 
y= yw, + cosec J, (37:4 (1 — cos (f + mt) 


a-—h \ 
‘was 
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Die Funktionen # und yw der Gl. (8a) geben die Bahn- 
kurven der Figurenachse auf der Einheitskugel. Diese Kurven 
sind sphärische Epizykloiden. 
cosec #, bei w nichts, denn dieser Faktor entspricht gerade 
der Maßstabänderung des Gradnetzes in Richtung der geo- 
graphischen Länge auf dem Breitenkreise %,. 

Im allgemeinen Fall sind nun die beiden Gruppen von 
Differentialgleichungen gegenseitig miteinander gekoppelt. Die 
drei dynamischen Gleichungen lauten: 

| Atig —(B—C) uguc= My 
Biz—(C — A)w u, = Mz{t) 

Ci, —(A — 


Die M,... sind aber dabei Funktionen der Zeit erst über die 
Eulerschen Winkel. 

Die neue Auffassung besteht nun darin, daß ich in den 
Gl. (9) ein Problem erzwungener Schwingungen im Geschwin- 
digkeitsraum erblicke. Das Problem ist nicht linear. Unter 
gewissen Bedingungen wird man jedoch mit hinreichender Ge- 
nauigkeit linearisieren dürfen und dann einfache Näherungs- 
lösungen erhalten (Theorie erster Ordnung $ 2). 

Das zu (9) gehörige homogene Problem entsteht, wenn 
alle Momente verschwinden. Dann liegt der Fall des kräfte- 
freien Kreisels vor. Das Teilproblem der freien Schwingungen 
unseres Systems ist also gelöst. Um das allgemeine Problem 
der erzwungenen Schwingungen angreifen zu können, brauchen 
wir nun noch eingehende Kenntnisse über die inhomogenen 
Bestandteile. 

Wir wissen, daß die M,... in noch zu bestimmender Weise 
von den Eulerschen Winkeln abhängen, d.h. von der augenblick- 
lichen Lage des Kreisels im Raum. Erst durch Vermittlung 
der Eulerschen Winkel sind die M Funktionen der Zeit, als 
welche sie in (9) hingeschrieben wurden. Da uns die ge- 
nauen Funktionen der Eulerschen Winkel in ihrer Abhängig- 
keit von der Zeit nicht zur Verfügung stehen, denn dann 
wäre das Problem gelöst, müssen wir uns mit Näherungen für 
die M(t) begnügen. Deshalb erhalten wir in den Lösungen 
der dynamischen Gl. (9) wiederum nur Näherungen für die 
Größen uy..., mit deren Hilfe aus den kinematischen Euler- 


(9) 


= Me (t) 


Daran ändert auch der Faktor 
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schen Gleichungen dann neue Näherungen für die Euler- 
schen Winkel und mittelbar für die Momente M,... gefunden 
werden können. Damit ist das Verfahren, das beim speziellen 
Problem des kräftefreien Kreisels in zwei Schritten zum Ziel 
führte, für den allgemeinen Fall zu einem unendlichen Ver- 
fahren sukzessiver Näherungen erweitert, über dessen Konver- 
genz allerdings noch nichts ausgesagt wurde. 


F I, = Denken wir an die Herleitung der dynamischen Euler- 

a schen Gleichungen auf S. 892, so können wir die Gl. (9) auch so 


deuten: Der Impulsvektor, der beim homogenen Problem im 
Raume feststeht, ist beim inhomogenen Problem der Wirkung 
von Zwangsmomenten ausgesetzt. Je nachdem nun der Vektor 


des äußeren Moments in seiner zeitlichen Abhängigkeit im 
Mittel verschwindet oder nicht, wird unter seinem Einfluß der 
__Impulsvektor um eine Mittellage schwingen, oder diese Mittel- 
lage wird selbst noch im Raume fortschreiten. Da aber be- 
kanntlich der in die lotrechte Richtung fallende Bestandteil des 
Impulses konstant bleibt, ist ein solches Fortschreiten der 
Mittellage des Impulses nur auf dem Mantel eines Kreiskegels 
mit vertikaler Achse möglich. Daher muß es möglich sein, 
durch Transformation auf ein um die Vertikale rotierendes 
Bezugssystem die Komponenten des äußeren Moments M,,M, 
und M, in Gestalt periodischer Funktionen mit verschwindendem 
Mittelwert zu erhalten. 

Berechnung des äußeren Moments für Kreisel vom Typus | 


und 11. 
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Es hängt M ab von der Lage des Schwerpunkts S im 
Kreiselkörper; dieser besitze die Koordinaten (r, r, r,) in bezug 
auf das System der Hauptträgheitsachsen. Es sei r? =1,? -+ 
r?+r, und wie üblich Q=mgr; « und f seien die in der 
Figur angegebenen Winkel. Dann folgen die Eulerschen 
Winkel des Schwerpunktes 9,... aus dem sphärischen Dreieck 
CSN (N = Nordpol) und zwar ergibt sich für kleine « 
näherungsweise: 

t—esin(g +f); w,= w+ cosec cos (p + f). 
Der Vektor M liegt in der zu S gehörigen Knotenlinie. Es ist: 


 M,=@ sin #, cos yw, = Q sin # cos w 
— (cos sin(¢ + P)cos w + cos(p + P)sin w), 
M, = Q sin #, sin yw, = Q sin sin 
eQ (cos # sin (p + A) sin w — cos (p + A) cosy), 
 M,=0. 


Die M, sind periodisch in g, doch ist ihr Mittelwert von 
Null verschieden, so daß ein Fortschreiten des Impulses ein- 
treten muß. 

Einfacher wird die Darstellung des Momentenvektors, 
wenn man mit Hilfe der Gl.(1) seine Komponenten M,... 
berechnet. 

M,=% sin # cos p — sin cos 
(10) M, =— Q sin #sinp+ cos cos 
M,=0. 

Nun soll die nächste Aufgabe sein, durch Betrachtung in 
einem rotierenden System die Momente in der geschilderten 
Weise von ihrem konstanten Anteil zu befreien. 

Ich führe zu diesem Zweck neben dem raumfesten 
System (xyz) von 8.890 ein neues Koordinatensystem ein, 
(2’ y’ 2’), das mit der Winkelgeschwindigkeit » um die z-Achse 
rotiert. Wir haben nun folgende Systeme: 


LYZ: raumfestes Koordinatensystem, 

az’ y' 2: mit um die vertikale z-Achse rotierendes System, 
(11) ABC: kreiselfestes System der Hauptträgheitsachsen, 

®gw: Eulersche Winkel zwischen zyz und ABC. 

py’: xyz „ ABC. 


- 
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Setzen wir entsprechend den Gl. (2) auch für die ge- 
strichenen Größen 


= i cos + w sin 9 sin g’, 


d2) 
| c=-P+WcosW#, 

was zur Folge hat, daß die Umkehrung von (12), die kinema- 

tischen Eulerschen Gleichungen, für die gestrichenen Größen 

in gleicher Weise gelten, wie für die ungestrichenen Größen, 

so erhalten wir mit Hilfe von (2) die Umrechnungsformeln: 


| 


oe = U4 =U, +@ sin # sin g’ , 
y=y Up = Up + sin 9 cos g’ 
y=y+aoat Ue #, 


tig = tig — w (COS 1 up — sin # cos p’uc), 


tip = tp + (cos Fu, — sin sin g’ur), 
tig = — @ sin (uy cos — Uz sin 


bed Die drei dynamischen Eulerschen Gleichungen ändern 
sich bei Vertauschung der ungestrichenen Größen mit den 
gestrichenen in der Weise, daß die homogenen Teile erhalten 
bleiben, die inhomogenen Bestandteile aber andere werden. 
Man erhält 


Ati, =F, , 
(14) 
| C tig —(A— Bu, u=F,, 


mit bestimmten inhomogenen Gliedern F,... [bei Benutzung 
der Gl. (10)], die wir nicht ausschreiben wollen (vgl. Disser- 
tation 8. 23). 

Der homogene Teil der Gl. (14) wird befriedigt. durch 
den Ansatz: 
15) w=f; gp =ft; 
Diese Gleichungen stellen eine gleichförmige Rotation um eine 
Hauptträgheitsachse dar. Würden nun für diese Werte und 
ein bestimmtes w =p die inhomogenen Bestandteile F, 
identisch verschwinden, so wäre damit eine reguläre Prä- 
zessionsbewegung gefunden. Das läßt sich im allgemeinen 
nicht erreichen. Es läßt sich aber erreichen, daß für ein be- 
stimmtes w = p die Komponenten Fy... des Momentvektors 
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in Richtung x’... bei Substitution von (15) periodisch werden Er 7 
mit dem Mittelwert 0. Mit (15) wird nämlich: 


=— «Q sin cos #, + (@ + b) sin 9, cos ft, 


(16) = + «Q cos cos 9, + (a — b) sin 9, sin ft 
| sin 2ft, 


mit 
1 4 

a=(B— A)(w f +3 w* Cos 9); 

(17) b6=Q-—Cof + (25 — C)o® cos & 


Die Umrechnung der Größen F\, ... in die Größen F 
schieht nach (1). Es wird: 


F°, = — 80 cos #, sin (ft + asind, cos 2ft+hsin 


= 


= + «Q cos? cos (ft+ 
+ asin #, cos 4, sin 2 ft —ésin sin 2 ft, 


F°, =+ sin 9, cos 9, cos (ft + 8) 
+ asin? #, sin2ft+ecos #, sin 2 ft. 


Der einzige Bestandteil, der nicht in der geforderten 
Weise periodisch ist, ist das Glied 5 - sin #,. Demnach ist 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß der 
Impuls relativ zum System x’ y’z’ um eine Mittellage oszilliert, 
das Verschwinden dieses Gliedes, also, wenn wir von dem 
Falle sin 9%, = 0 absehen, die Gleichung 0. In diesem 
Fall setzen wir » = p und nennen p die „mittlere Priizessions- 
geschwindigkeit“ des schweren Kreisels. Die ne 
von p erfolgt aus der wichtigen Gleichung ee 


(18) C) pcos = 0, 


4 
in der wir im Falle A = B eine bekannte Gleichung aus der fe v6 


Theorie des symmetrischen schweren Kreisels wiederfinden. vr ia 
Nun können wir überblicken, unter welchen Umständen 


alle F° identisch verschwinden, so daß eine störungsfreie _ a 
Rotation um eine Hauptträgheitsachse stattfinden kann bei — ee 
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Bezugnahme auf das rotierende Koordinatensystem. Dies ist 
nur möglich auf folgende Arten: 


1.¢+0. Die F® können nur verschwinden, wenn [= 0 
a ist, da sonst nie die Glieder mit der Frequenz f und jene mit 
der Frequenz 2f einander aufheben können. Dieser Fall 
führt auf das allgemeine Kreispendel; wir schließen diesen 
Fall aus, da mit verschwindendem f keine Kreiselbewegung im 
üblichen Sinn mehr vorliegt. 


T 
ri, 


: 2,.¢€=0; 

a a) sind, =0. Der Kreisel tanzt stehend oder hängend 
um die Vertikalachse. 

u b) sin +, +0. Die F° können nur verschwinden, wenn 
. neben 5 auch a und 7 identisch gleich Null sind. Die not- 


_ wendige und hinreichende Bedingung dafür ist A = B. Damit 
sind wir wieder auf die reguläre Priizession des symmetrischen 
Kreisels zurückgekommen. 


= 


Im allgemeinen Fall ist also eine reguläre Präzession des 
schweren Kreisels vom Typus I und II nicht möglich. Trotzdem 


rt < liBt sich schon jetzt auch bei diesen Kreiseln eine besonders 

1. di einfache Klasse von Bewegungen erkennen, nämlich jene Lö- 
sungen der dynamischen Eulerschen Gleichungen, die nur 

aus den erzwungenen Schwingungen bestehen und frei sind 


’ von Eigenschwingungen, die vom homogenen Teil der Glei- 
chungen herrühren. Dieser Klasse von Bewegungen werden 
wir unsere besondere Aufmerksamkeit widmen und ich be- 
3 zeichne sie aus später darzulegenden Gründen als „Reine 
Präzessionen“. 


§ 2. Näherungslösungen der Kreiselgleichungen — 

Erste Näherung: 

Es soll nunmehr der erste Schritt des auf S. 895 und 896 

skizzierten unendlichen Verfahrens zur Gewinnung der Inte- 

grale der Eulerschen Gleichungen formelmäßig durchgeführt 

werden. Wir setzen einen rasch laufenden Kreisel mit großem f 

voraus, so daß wir bei der hier angestrebten ersten Näherung 
folgende Vereinfachungen treffen können 

a) Bei den homogenen Gleichungen nehmen wir, wie schon 

oben an, daß die elliptischen Funktionen einen so kleinen 
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Modul k aufweisen infolge des großen f gemäß 8. 894, daß 
sie mit hinreichender Genauigkeit durch trigonometrische 
Funktionen ersetzt werden dürfen. Damit werden auch die 
u, und wz als klein gegen u; vorausgesetzt und wir wollen 
daher das Glied u; wz der dritten Gleichung außer Betracht 


lassen. Weiter wird ug = const= f bei verschwindendem 

Modul k. Auf diese Weise werden die homogenen Bestand- Zu 
teile der ersten beiden Gleichungen linear und der homogene re 
Bestandteil der dritten Gleichung kommt in Wegfall. 

b) An den inhomogenen Bestandteilen, die durch die Aus- . 
drücke F\ ... von Gl. (16) in erster Näherung dargestellt Ar 
werden, wollen wir die Bestandteile mit p® als klein von 
höherer Ordnung unterdrücken und uns auf lineare Ausdrücke 2 u _ 
in der mittleren Präzessionsgeschwindigkeit p beschränken. - 
Auf diese Weise kommt auch der inhomogene Bestandteil der >». 
dritten Gleichung in Wegfall = 0, und für die anderen 
beiden erhalten wir mit 5 = 0: . 

| F° =—«Q sin ß cos #, + (B— A)fp sin 9, cos ft, . 
(19) =+ cos ß cos & + (B— A)fp sin 9, sin ft, 
mit Q=Cfp. 

In diesem Fall besitzen die dynamischen Eulerschen ae, 

Gl. (14) die Lösung: 
= acosn(t—t,) +esinft+d, mit b? =a?- 
*) 
uc = f; 
B-A &() cos F, 


Damit ist eine erste Näherungslösung für die dynamischen 
Eulerschen Gleichungen gewonnen. Wie auf 8.894 besteht nun 
die zweite Aufgabe darin, auch die kinematischen Eulerschen 
Gleichungen zu lösen, um ein Bild von der wirklich in Er- 
scheinung tretenden Bewegung zu bekommen. Wir führen 


a 
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Dre. diese Rechnung wie dort näherungsweise aus, indem wir in 
den Gl. (3) in den rechten Seiten %=%, und g=ft setzen. 
Durch eine Quadratur und Übergang von “den gestrichenen zu 
den ungestrichenen Größen folgt: 


+ „;,(1- cos 2ft) — (sin sin (ft+)], 
a7 
yo fo lg \2ıf+n) 0 
+ (1 — cos [(f — n)t + nt,}) | 
_ 37 sin 2ft + [cos d—cos(ft 
y=w,+pt+ cosec (1—cos[(f+mt—nt,)) 
~ 


37 sin 2ft + ; [cos d — cos(ft+ ay} , 


| 


mit 


(23) d? = d,° + d,?, tgd = = = zit tg ß. 


Die Bewegungen des unsymmetrischen schweren Kreisels 
bestehen demnach in erster Näherung aus vier übereinander- 
gelagerten harmonischen Schwingungen. Jene mit den Fre- 
_ quenzen f + » und f — n sind identisch mit die Bewegungen des 
__ kriiftefreien Kreisels, den Poinsotbewegungen. Diese Bestand- 
teile der Gl. (20) und (22) enthalten alle sechs verfügbaren Para- 
meter, nämlich f, a, t,; #,, 4; Wo, mit deren Hilfe es möglich 
ist, beliebigen Anfangsbedingungen gerecht zu werden. Neu 
dagegen und charakteristisch für den schweren Kreisel 
sind die Schwingungen mit den Frequenzen f und 2 f. 
Da diese Bestandteile der Gl. (20) und (22) keinen einzigen 
verfügbaren Parameter enthalten, können sie durch Variation 
der Anfangsbedingungen nicht beeinflußt werden. Entgegen 
dem bisherigen Gebrauch in der Literatur vermeide ich für 


na ga 


] 
a 
! 
€ 
k | | 
Wr 
= 
| 
| 


wir in 
setzen, 
nen zu 


reisels 
ınder- 

Fre- 
des 
stand- 
Para- 
iglich 

Neu 
reisel 

2 f. 
zigen 
ation 
regen 
ı für 


H.Gebelein. Über den unsymmetrischen, schweren Kreisel 903 


diese Schwingungen die Bezeichnung „Nutationen‘, die ich den 
Schwingungen der ersteren Art vorbehalte. Ich fasse das Er- 
gebnis nunmehr unter physikalischen Gesichtspunkten so zu- 
sammen: 

Ein unsymmetrischer Kreisel ist ein schwingungsfähiges 
System mit wohlbestimmter Eigenfrequenzen im Geschwindig- 
keitsraum. Seine Eigenschwingungen äußern sich durch Ver- 
mittlung der kinematischen Eulerschen Gleichungen an den 
Eulerschen Winkeln in erster Näherung als zwei Schwingungen 
mit den Frequenzen f+n und f—n, die identisch sind mit 
den Poinsotbewegungen des kräftefreien Kreisels, und die allein 
wir als Nutationen bezeichnen. 

Handelt es sich um einen schweren Kreisel, so ruft das 
Moment der Schwerkraft einen Präzessionsumlauf der Figuren- 
achse mit der mittleren Präzessionsgeschwindigkeit p aus Gl. (18) 
hervor und veranlaßt außerdem das Auftreten periodischer 
Momente, die den Kreisel als schwingungsfähiges System zu 
erzwungenen Schwingungen anregen. Diese erzwungenen Schwin- 
gungen äußern sich, soweit sie von der Theorie erster Ordnung 
enthüllt werden, an den Eulerschen Winkeln als Schwin- 
gungen von den Frequenzen f und 2f. Wir bezeichnen diese 
Schwingungen entgegen dem bisherigen Sprachgebrauch nicht 
als Nutationen, sondern, da sie wie der Präzessionsumlauf dem 
äußeren Moment ihre Entstehung verdanken, als Präzessions- 
schwingungen, und soweit sie, wie dies in erster Näherung 
stets der Fall ist, rein periodisch sind mit der Periode der 
Umdrehung als „Reine Präzessionsschwingungen“. Daher 
nennen wir eine Bewegung, die frei ist von Nutationen (Eigen- 
schwingungen) und nur aus dem Präzessionsumlauf mit darüber- 
liegenden reinen Präzessionsschwingungen besteht, als ,,Reine 
Präzession“. 

Die allgemeine Bewegung schwerer Kreisel besteht dann 
in erster Näherung aus reiner Präzession und darübergelagerten 
Nutationen, indem die Theorie erster Ordnung die Eulerschen 
Gleichungen als linear behandelt und damit die Gültigkeit des 
Superpositionsprinzips behauptet. Indessen gilt das Super- 
positionsprinzip nicht streng. Auch wurde aufS.895 festgestellt, 
daß durch Vermittlung der Eulerschen Winkel die Momente, 
d.h. die inhomogenen Bestandteile der dynamischen Eulerschen 
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Gleichungen von den Bahnkurven, also von Präzessionen sv 
wohl als Nutationen abhängen. Damit ergibt sich eine Rück- 
kopplung zwischen Nutationen und Präzession, die bei de 
Theorie erster Ordnung vernachlässigt wird. Später soll diese 
Rückkopplung eingehender untersucht werden. 

| Es folgt nun eine elementare Diskussion der Bahn- 
_kurven der reinen Präzession, weil diese Kurven, frei von den 
Zufälligkeiten des Anfangsstoßes, für den betreffenden Kreisel 
besonders charakteristisch sind und weil sie sich leicht experi- 
zeigen lassen. 

7 Es handelt sich dabei um die Diskussion der durch 
u folgende Gleichungen wiedergegebenen sphärischen Kurven: 


| (I — 00s — + [sind — sin(ft + 
(24) yw = pt+ cosec 
| -7 sin 2ft + [cos cos (ft +0)]}. 


Da auf dem zum Winkel #, gehörigen Breitenkreis in 
bezug auf die Linge w infolge des Zusammenriickens der 
Meridiane eine Verzerrung des Maßstabs eintritt mit dem 
Proportionalitätsfaktor sin 9,, so führen wir als neue Ver- 
änderliche die Größe u = w-sin#, ein, und haben dann in 
der ganzen Ebene (1#,u) ähnlichen Maßstab. Es ist 


u=sind,-pt-— 37 sin 2ft+ (cos d — cos(ft + 
Wir bringen die Ergebnisse in folgenden drei Fällen: 

1. Fall des Kreisels vom Typus I; 

2. Fall des symmetrischen Kreisels vom Typus II; 


Wenn der Schwerpunkt auf der Figurenachse liegt, lassen 
sich über die Bahnkurven, die bei reiner Präzession auftreten, 
eine Reihe besonders einfacher Aussagen machen. Die Bahn- 
kurven sind einfache sphärische Zykloiden, die zwischen den 


zu undd, = 


gehörigen Breitenkreisen verlaufen. 
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# zeigt sich, daß im Falle 


 24—C€C>0 Wellenlinien, 
2A—C <0 Kurven mit Schleifen, 


2A—C=0 Kurven mit Spitzen 


vorliegen. 


Aan 
Die Kurven sind fir beliebige Werte von p, f und 
einander ähnlich. Die Breite des Bereichs, in dem sich 
Bewegung abspielt, ist 


die 


4 (B—A)-Q sind, | 


Die Größe der Amplituden der reinen Priizessionsschwingungen 
ist also umgekehrt dem Quadrat der Drehgeschwindigkeit f 
proportional. Die Gestalt der Bahnkurven hängt nur von der 
Massenverteilung des Kreisels ab. Die Kurven werden um so 
flachere Wellen, je mehr sich der Kreisel dem symmetrischen 
mit A=B nähert. Ich bezeichne die Bahnkurve der reinen 
Präzession während einer Periode ohne Angabe des Maßstabs, 
da sie für jeden Kreisel charakteristisch ist, als das Monogramm 
des betreffenden Kreisels, und fasse zusammen: 


Die reine Präzession des Kreisels vom Typus I besteht 
darin, daß die Figurenachse des Kreisels bei jeder Um- 
drehung des Kreiselkörpers immer wieder eine und dieselbe 
Figur, das „Monogramm“ des Kreises beschreibt. Die Größe, 
in der das Monogramm ausgeführt wird, ist direkt proportional 
dem mittleren Schweremoment Q sin 9%, und umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat der Drehgeschwindigkeit f. Da das 
Monogramm nie eine geschlossene Figur ist, schreitet dabei 
die Figurenachse im Raume fort und vollführt einen Präzessions- 
umlauf. Mit Q = 0 kommen wir zur gleichförmigen Rotation 
des unsymmetrischen kräftefreien Kreisels um eine Haupt- 
trägheitsachse zurück, indem dann das Monogramm nur un- 
endlich klein ausgebildet wird und daher auch der Präzessions- 
umlauf nur unendlich langsam vonstatten geht. Auch die 
reguläre Präzession ist ein Spezialfall der reinen Präzession, 
indem beim symmetrischen Kreisel das 1 Monogramm zu einem 
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EN 
2. Symmetrischer Kreisel vom Typus II fi 


Auch hier sind die Bahnkurven einfache sphärische 
Zykloiden. Für das Auftreten von Wellen oder Schleifen- 
zügen folgt das Kriterium: 


e< (1 tg Wellenlinien, 

e> [1- 2)tg9, Schleifenlini 
5 Vo scnie eniinien, 

Kurven mit Spitzen. 


Das Kriterium ist hier nicht frei von %,. Je nachdem 
sich die Bewegung in der Nähe des Äquators oder der Pole 
abspielt, sind verschiedene Kurvenformen zu erwarten. Damit 
Schleifen auftreten, muß der Schwerpunkt weit genug von der 


nahe am Äquator stattfinden. 
Dagegen ist die Gestalt der Bahnkurven auch hier un- 
abhängig von der Drehgeschwindigkeit f und dem Schwere- 
moment Q. 

Die Breite des Bereichs, in dem sich die Bewegung ab- 
spielt, ist in diesem Fall Ke. 


2d 2@ (cos Fy 

2 (C—A)f? 
Die Amplitude der reinen Präzessionsschwingungen des sym- 
 metrischen Kreisels vom Typus II ist direkt proportional dem 
 Schweremoment Q und indirekt proportional dem Quadrat der 
_ Drehgeschwindigkeit f. Sie hängt ferner vom cos der mittleren 
Deklination #, in der Weise ab, daß der Effekt am Aquator 
völlig verschwindet, während er an den Polen in seiner vollen 
Größe in Erscheinung tritt. 


3. Unsymmetrischer Kreisel vom Typus II 


In diesem allgemeinen Fall überlagern sich die beiden 
unter 1. und 2. beschriebenen reinen Präzessionsschwingungen, 
wobei sie gegeneinander eine von der Lage des Schwerpunktes 
abhängige Phasenverschiebung aufweisen. Die Gestalt der zu- 
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sammengesetzten Bahnkurve hängt außer von der Massen- 
verteilung nur noch davon ab, auf welchem Breitenkreis der 
Prüzessionsumlauf stattfindet. Während bei einem Umlauf am 
Äquator nur die Schwingung mit der Frequenz 2f auftritt, 
tritt, je näher man einem der Pole kommt, die Schwingung 
mit der Frequenz f immer mehr in den Vordergrund. Diesen 
Sachverhalt bestätigen auch die Experimente. 

Ergänzung: Weisen die Bahnkurven der reinen Präzession 
Spitzen oder Schleifen auf, so sitzen diese bei schweren Kreiseln 
mit positivem Q stets am oberen Begrenzungskreis auf. In 
diesem Punkte zeigen die Bahnkurven der reinen Präzession 
unsymmetrischer Kreisel also das gleiche Verhalten wie die 
jahnkurven bei der allgemeinen Bewegung symmetrischer — 
Kreise. 

Die zweiten Näherungen für unsere Lösungen der Euler- 
schen Gleichungen sollten nun so gewonnen werden, daß 
mit Hilfe der Gl.(20) und (22) die inhomogenen Glieder Fy... 
der Gl. (14), der dynamischen Eulerschen Gleichungen neu 
berechnet und dann diese Gleichungen nochmals gelöst 
werden. Führt man diese Neuberechnung der F,... aus, so 
erhält man eine Summe von periodischen Funktionen mit 
Frequenzen, die ganzzahlige Linearkombinationen der beiden 
Grundfrequenzen f und n sind. Soweit diese Frequenzen 
+n sind, bilden sie kein Hindernis für die erneute Lösung 
der dynamischen Eulerschen Gleichungen, dagegen erfordern 
die Glieder mit der Eigenfrequenz » eine besondere Unter- 
suchung. 

Aus der elementaren Theorie erzwungener Schwingungen 
ist bekannt, daß eine störende Kraft von derselben Frequenz 

die Eigenschwingung des Systems ein Aufschaukeln der 
Bewegung zur Folge hat, indem die Lösungen des Problems 
in diesem Falle Glieder enthalten, die mit Potenzen von ¢ als 
Faktoren behaftet sind. Man könnte geneigt sein, aus diesem 
Sachverhalt im Falle unseres Problems auf ein unbegrenztes 
Anwachsen der Nutationen infolge der kritischen Glieder von 
F,... zu schließen. Eine solche Folgerung widerspriiche je- 
doch der Natur unseres mechanischen Problems und ließe sich 
nicht mit dem in bringen. 
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In Wir vermuten daher, daß hier ein anderer Sachverhalt 
a Bh. 2a vorliegt, den Routh’) in seiner höheren Dynamik Kap. VII be- 
handelt (88 355— 364), wo gezeigt wird, daß „eine kleine 

störende Kraft, wenn sie eine Funktion der Koordinaten ist 
(in unserem Fall der Eulersche Winkel) und dieselbe Frequenz 
wie eine freie Schwingung des Systems hat, die Wirkung haben 
kann, diesen Typus freier Schwingung aus dem System zu 
entfernen und ihn durch einen anderen Typus von ver- 
schiedener Frequenz zu ersetzen“. 

Die Glieder der F,... mit der Frequenz n würden also 
eine Änderung der Frequenz der Eigenschwingungen zur Folge 
haben und es wäre möglich, mit einem veränderten Ansatz 
für die erste Näherung, der die noch zu bestimmende Frequenz N 
an Stelle von n enthält, die linken und rechten Seiten der 
Differentialgleichungen einander gleich zu machen, soweit sie 
die Frequenz n aufweisen. Die Bestandteile von Fy... mit 
den Frequenzen + n rufen keine neuen Schwierigkeiten mehr 
hervor; sie lassen sich durch Behandlung mit der neuen Re- 
sonanzfunktion R(N) in Rechnung ziehen. 

Wie die ausführliche Rechnung zeigt (Diss. S. 38), erhält 
man auf Grund der Lösungen (20) und (22) an den inhomo- 
genen Bestandteilen F,.... folgende kritischen Glieder: 


Fy = sinNt — A) pf cos 


F,=cos Nt- “f(B — A)pfecos#, 
—(A+ B—C)pacos 


Die linken Seiten der zugehörigen Differentialgleichungen aber 
weisen folgende Bestandteile von der kritischen Frequenz auf: 
Au, —(B—C)fu; =—sinNt(aAN + b(B— 
Bu; —(C — A)fus =+ cosNt(bBN + a(A — Of); 


Koeffizientenvergleich liefert zwei homogene lineare Gleichungen 
für a und b 

ca ant 1) E. J. Routh, Die Dynamik der Systeme starrer Körper. Zweiter 
_ Band. Die höhere Dynamik. Verlag Teubner 1898. 
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1+ B-—C)pbcos + Glieder anderer Frequenz. 
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O= [4 N + (B— A)pf cos a 
+ - Of +( A+ B—C)pcost, 
— (B — A)p cos vi -b, 
(26) 
fi 
+(B— A)p cos #, 0 Ni a 

+ [BN — (B— A\pfcos 
für deren Lösbarkeit das Verschwinden ihrer 
notwendig ist. Die gleich Null gesetzte Determinante ist aber 
die gesuchte Bestimmungsgleichung für N. 


Um eine bessere Übersicht zu erreichen, will ich die PP 
Gleichungen (26) noch in etwas anderer Gestalt schreiben, _ 2 ing 
nämlich 
e7 

(A—C+h—h)f-a+(B-h)N-b=0, 
wobei zur Abkürzung 


h, = (B — A)pf cos 
und 


=—(A + B—C)oos - 


gesetzt wurde. Nun braucht man nur noch 4’=A+h,, 
B= B—h, und C’=C +h, zu schreiben, um formal zu den 
alten Gl. (8) bzw. (20) zurückzukommen: u + 
B(B - 

Die Nutationen des schweren Kreisels sind also ie mit 
den Nutationen (Poinsotbewegungen) eines kräftefreien Kreisels, 
der die ‚verbesserten Trägheitsmomente“ A’, B’, C’ aufweist. = 

Wir fassen das Ergebnis dieses Abschnitts zusammen. ae, Br 
Während die oben entwickelte Theorie erster Ordnung die 
Eigenfrequenz n des Kreisels als eine wohlbestimmte, vom 
Schweremoment unabhängige Konstante betrachtet, ist in Wirk- = 
lichkeit diese Frequenz n(a,p) eine Funktion der Amplitude = 
der Nutationen sowohl als auch des Schweremoments bzw. der 


x 


| aber 
, auf: 
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mittleren Präzessionsgeschwindigkeit p. Für kleine Nutationen 
(a= 0) wurde diese Funktion N = n(p) näherungsweise be- 
rechnet (28). 

Das unendliche Näherungsverfahbren: 

Alle Untersuchungen dieses Abschnitts betrafen nur die 
ersten beiden Schritte eines unendlichen Näherungsverfahrens 
zur Lösung der Eulerschen Gleichungen. Um dieses Verfahren 
klar in Erscheinung treten zu lassen, werde ich es nochmals 
analytisch und mechanisch formulieren und damit diesen Ab- 
schnitt abschließen. 


A. Analytische Fassung 
Die Rechnung werde im rotierenden System der ge- 
strichenen Koordinaten durchgeführt. Es liege die (n—1)te 
Näherung bereits vor. Dann wird die n-te Näherung durch 
folgende elementaren Operationen erhalten. 


1. Lösung der dynamischen Eulerschen Gleichungen. 
Die dynamischen Eulerschen Gleichungen werden in der 
folgenden linearisierten Gestalt geschrieben, die von (14) etwas 
abweicht. 
— (B— O)fu; = F4(t) + (B—- — = 
29) Bin — (C — A) = + (CC — A) (uy —f) uy = Galt; 
Ci = Go; 


( 


Die Funktionen G,(t)... sind mit Hilfe der (n — l)ten 
Näherungen zu berechnen. Die Lösung der Gl. (29) wird 
elementar erhalten in folgenden drei Schritten: 

a) Verbesserung der Eigenfrequenz n mit Hilfe jener Be- 
standteile der rechten Seiten, die die gleiche Frequenz auf- 
weisen nach dem Muster von $ 9. 

b) Lösung der inhomogenen Schwingungsgleichungen mit 
Hilfe einer Resonanzfunktion. 
ec) Lösung der dritten Gleichung durch eine Quadratur. 
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= — ctg # (u, sin y’ + uzcos p)), 
| w = cosec # (u, sin gp’ + 


_ 
a 
d 
| 
= i 
p 
n 
— | 
=. 
I 
| 
] 
( 
| 
>. 
schen Gleichunge1 


ationen 
ise be. 


1ur die 
fahrens 
rfahren 
‚chmals 
en Ab- 


er ge- 
1— 1)te 
durch 


zen. 
in der 
etwas 


Gp (t 


- 1)ten 
) wird 


er Be- 
auf- 


mit 


lratur. 


gen: 


H. Gebelein. Über den unsymmetrischen, schweren Kreisel 911 


Mit Hilfe der (n — 1)ten Näherungen für die Eulerschen 
Winkel und der unter 1. erhaltenen n-ten Näherungen für 
die v4... sind die rechten Seiten dieser Gleichungen zu be- 
rechnen, worauf die Lösung durch eine Quadratur geschieht. 

Es zeigt sich, daß man durch dieses Verfahren die 
Näherungslösungen des Kreiselproblems in Gestalt quast- 
periodischer Funktionen erhält, d. h. die Näherungslösungen 
setzen sich zusammen aus einer unbegrenzten Zahl von 
Schwingungen, deren Frequenzen ganzzahlige Linearkombi- 
nationen rN + sf der beiden Grundfrequenzen N und f sind. 

Insbesondere gelangt man zu periodischen Lösungen, wenn 
man bei der ersten Näherung von dem auf S. 904ff. behandelten 
Spezialfall der reinen Präzession ausgeht, denn dann treten 
nie im Verlauf der Rechnung Frequenzen der Gestalt r N +s f 
mit r+ 0 auf. Wir haben die so entstehende rein periodische 
Lösung „Reine Präzession“ genannt. 

Es wäre vom Standpunkt des Mathematikers aus nun 
noch ein strenger und allgemeiner Beweis für die Konvergenz 
unseres Verfahrens erforderlich. Ein solcher Beweis begegnet 
in all den Fällen, in denen die schrittweisen Näherungen in 
Gestalt quasiperiodischer Funktionen erscheinen, außerordent- 
lichen Schwierigkeiten, die davon herrühren, daß es infolge 
der Frequenzen rN — sf unmöglich ist, für große r und s die 
Frequenzen nach unten abzuschätzen. Ein solcher Beweis, der 
auch in bezug auf ähnliche Probleme der Himmelsmechanik 
von Wichtigkeit wäre, würde jedoch über den Rahmen dieser 

B. Dynamische Fassung ER 

Die von 8. 897 an durchgeführte Rechnung hat folgende 
physikalische Bedeutung: Ein unsymmetrischer schwerer Kreisel, 
der so gelagert ist, daß er sich um eine Hauptträgheitsachse 
drehen kann, erzeugt bei gleichförmiger Rotation um diese 
Achse, die nicht lotrecht im Raume stehen möge, Kreisel- 
momente, die von den Lagern aufgenommen werden (vgl. 
Grammel, Kreisel § 7). Man kann sich diese Kreiselmomente 
sehr einfach experimentell ermittelt denken. Da sich zeigte, 
daß diese Kreiselmomente in einer ausgezeichneten Richtung 
besonders stark waren, wurde durch Schwenken der Drehachse 
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längs eines Breitenkreises erreicht, daß diese Kreiselmomente 
in bezug auf jede Richtung periodisch wurden mit dem Mittel. 
wert Null. Damit war am Ende des $ 1 die nullte Näherung 
der Bahnkurve gefunden, als die Bahn einer regulären Pri- 
zession mit der mittleren Präzessionsgeschwindigkeit p. 

Längs dieser nullten Näherung wurde dann die Kreisel- 
spitze entlang geführt. Dabei hatte das Lager immer noch 
Kreiselmomente aufzunehmen. Denkt man sich nun das Lager 
weggenommen, so rufen diese periodischen Kreiselmomente er- 
zwungene Schwingungen des Kreisels hervor, sogenannte Prä- 
zessionsschwingungen, denn wir erkannten den Kreisel als ein 
schwingungsfähiges System. Diese erzwungenen Schwingungen 
wurden errechnet und bildeten zusammen mit den unter Um- 
ständen auftretenden Eigenschwingungen des Kreisels, den 
Nutationen, den Inhalt der Theorie erster Ordnung. 

Man denke sich nun den Kreisel wieder gelagert und das 
Lager nunmehr längs einer durch die erste Näherung gelieferten 
Bahnkurve entlang geführt. Da auch jetzt die Bahn der 
Figurenachse noch nicht die exakte Bahnkurve ist, treten 
wiederum Kreiselmomente auf, die von den Lagern auf- 
genommen werden. Diese Kreiselmomente werden erneut er- 
mittelt und ihre Wirkung auf das schwingungsfähige System 
des Kreisels berechnet. Das Resultat dieser Rechnung ist dann 
die zweite Näherung. Dieses Verfahren, dessen analytisches 
Äquivalent das unter A. beschriebene unendliche Verfahren 
darstellt, läßt sich beliebig oft wiederholen. 

Aus dieser anschaulichen Betrachtung geht hervor, daß 
der Unterschied zwischen der (n)-ten Näherung und der exakten 
Lösung daher rührt, daß man nicht in der Lage ist, die Wirkung 
der Kreiselmomente, die auftreten, wenn die Figurenachse längs 
der (n — 1)-ten Näherung der Bahnkurve entlang geführt wird, 
vollkommen exakt rechnerisch vorauszusehen. Sobald man aber 
das Lager entfernt, entsteht als Wirkung dieser Momente sofort 
an Stelle der Näherungskurve die exakte Bahnkurve, denn das 
Experiment hat immer recht. Anderseits ist auch nicht an- 
zunehmen, daß die Rechnung die Wirkung dieser kleinen 
Kreiselmomente wesentlich falsch beurteilt und daher ist zu 
erwarten, daß mit jedem Schritt unseres Verfahrens wir auch 
tatsächlich der Lösung unseres Problems näher kommen. 
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omente Damit erscheint die Konvergenz unseres unendlichen Ver- an, 


Mittel. fahrens sukzessiver Näherungen vom physikalischen Standpunkt Br iPod 


iherung aus plausıbel, auch wenn wir keinen mathematischen Konver- a 
= 


mn Prä- genzbeweis besitzen. 
W's 


(reisel- 83. Über den aufrechten Kreisel 

ad Auf Grund der Ergebnisse des § 2 sind wir nun auch in © 
3 ger 


der Lage, einige Aussagen über die Bewegungen des aufrechten oon 


nte er- “te 
e Pri. Kreisels zu machen. 
Der aufrecht tanzende Kreisel mit 9,= 0 hat stets n 
gungen der Literatur eine von der übrigen Theorie abweichende Be- Bu 
handlung erfahren, da im Falle #,= 0 die Eulerschen Winkel 
dex für die Darstellung ungeeignet werden, was dadurch zum Aus- — ar 
druck kommt, daß die kinematischen Eulerschen Gleichungen 
nd des an der Stelle #,= 0 eine Singularität aufweisen. = 
eferten Es ist zu benches daB diese Singularitiit nur durch die 
mn der ausgezeichnete Rolle der beiden Pole im Koordinatensystem (x, w) 
treten hervorgerufen wird und keinerlei dynamische Bedeutung hat. 
1 auf- Daher sind die dynamischen Eulerschen Gleichungen auch 
ut er- in diesem Falle regulär und die Untersuchungen behalten ihre 
System Giiltigkeit, soweit sie sich nur auf die dynamischen Euler- 
t dann schen Gleichungen bezogen haben. Ich werde zeigen, daß wir _ ae 
isches durch die Theorie der dynamischen Eulerschen Gleichungen ree ae 
fahren über den aufrechten Kreisel bereits so viel wissen, daß wir seine 
Bewegungen vollständig überblicken können, und daß wir daher ur 
-, daß auf die Lösung der kinematischen Eulerschen Gleichungen, GR 
cakten die in diesem Falle Schwierigkeiten bereiten würde, verzichten » 
rkung können. Ich will die Untersuchung jedoch auf Kreisel vom == 
längs Typus I beschränken und voraussetzen, daß der Schwerpunkt ER 
; wird, auf der Figurenachse liegt. Se 
a aber In § 1 wurde durch Transformation auf ein sich mit der m oe 
sofort mittleren Präzessionsgeschwindigkeit drehendes Koordinaten- 
n das system erreicht, daß die inhomogenen Bestandteile der dy- a af f 
it an- namischen Eulerschen Gleichungen um die Nullage oszil- un 
leinen lierende Funktionen wurden. Diese Funktionen Fy... ver 
ist zu ursachten die Präzessionsschwingungen, bei denen es sich in kE ze 
auch erster Näherung um eine einzige Schwingung mit der Fre- mr 4 


quenz f handelte. Führen wir nun den Grenzübergang im Te 
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_ System der gestrichenen Größen durch, so ist die einzige 
Wirkung die, daß mit verschwindendem 9, auch die Amplitude 
Präzessionsschwingung versc t (21. Die Lösung 


" 2 dynamischen Eulerschen Gleichungen besteht im Falle 
des aufrechten Kreisels also in erster Näherung aus einer 


einzigen Schwingung, der Eigenschwingung. Ihre Gleichungen 


ergeben sich aus (20) mit d, =d,=c=0 und lauten, ver- 


2 


bessert durch die Ergebnisse auf S. 909: 


uu, = acosN 
Uy = b sin N ( 
uc =f 

mit 


Dabei sind A’... die in Gl. (27) und (28) eingeführten Größen, 
wobei cos#, = +1 einzusetzen ist, je nachdem es sich um 
einen stehenden oder hängenden Kreisel handelt. 

Die durch die Gl. (31) beschriebene Bewegung ist nach 
$ 1 aber identisch mit der Poinsotbewegung eines kräftefreien 
Kreisels, dessen Hauptträgheitsmomente 4’, B’ und C’ sind, 
solange nicht C’ zwischen A’ und B’ liegt. Das Eintreten 
dieses kritischen Falles wird unten, 8. 915 ff. diskutiert 
werden. 

Es ist jedoch zu beachten, daß diese Poinsotbewegung 
im Raum der gestrichenen Koordinaten stattfindet, der sich 
gegenüber dem festen Raum mit der mittleren Präzessions- 
geschwindigkeit p dreht. p ist dabei aus Gl. (18) mit cos #,= +1 
zu ermitteln. Wir gelangen damit zu folgendem Ergebnis: 

Die Bewegungen des schweren, aufrechten Kreisels mit 
den Hauptträgheitsmomenten A, B, C sind in erster Näherung 
identisch mit den Poinsotbewegungen eines Kreisels mit den 
Hauptträgheitsmomenten A’, B’, C’ in einem sich mit der mitt- 
leren Präzessionsoeschwindigkeit p drehenden Raum. 

Mit p=0 werden 4’= A... und wir kommen auf die 
Bewegung des kräftefreien Kreisels zurück. 


i 
] 
| 
| a : | 
7 
und Ww. 
U 
: 
2 


nzige 
itude 
jsung 
Falle 
einer 
ingen 

ver- 


> 
Ben, 
um 


iach 
eien 
sind, 
eten 
ert 


ung 
sich 
ons- 
+1 
mit 
ung 
den 
‚itt- 


die 


H. Gebelein. Über den unsymmetrischen, schweren Kreisel 915 


Um endlich noch über die Stabilität der Bewegungen 2. 
Aufschluß zu erhalten, müssen wir beachten, daß zwei Vor- > 
kommnisse die Stabilität gefährden können. aS 

Erstens kann die Frequenz N komplex werden und mit | 
ihr alle Frequenzen rN + f, so daßdurch die Gleichung N=O ° 
der Eintritt labiler Verhältnisse gekennzeichnet wird. mt 

Zweitens kann bei bestimmten Anfangsbedingungen es un- 
möglich werden, die Gl. (18) mit reellem p zu befriedigen. Dann 
ist unsere Theorie nicht mehr gültig und da mit dem Über-- 
gang von reellem zu komplexem p sich die Bewegung grund- 
legend ändern muß, können wir ebenfalls von einer Stabilitäts- _ 


bedingung sprechen. 
Diese beiden Vorkommnisse geben also zu folgenden | 


Stabilitätsbedingungen des unsymmetrischen schweren Kreisels be.” 

AnlaB: 
Stabilität Labilität wenn 

(32) n?(a,p) > n? (a,p) < 0, 

(33) Imaginärteil von p = 0; Imaginärteil von p +0. 


Es ist bemerkenswert, daß in den Spezialfällen des un- 
symmetrischen kräftefreien Kreisels und des schweren sym- 
metrischen Kreisels je die eine Stabilitätsbedingung von selbst 
erfüllt ist, so daß die beiden kritischen Fälle einzeln in der 
Theorie jener Kreisel vorkommen und erforscht sind. Es war — 
daher vom Anfang an beim allgemeinen Problem das Auftreten 
zweier grundlegend verschiedener Stabilitätskriterien zu erwarten. 

Wir bringen nun die aus (32) und (33) folgenden speziellen 
Kriterien für den aufrechten Kreisel, die auf Grund der 
Gl. (26) und (28) berechnet wurden (Diss. S. 52ff). Wir führen 
uc = f+pcos #, ein und erhalten dann für ug die folgenden 
kritischen Werte, bei denen die Grenze zwischen stabilen und 
labilen Bereichen liegt, und die wir w,, w,, w, nennen: 


a) Beim stehenden Kreisel: 


B A 2(A+B) 
(34) 1. w, = Q; 2.w’= 3. w,? = 0); 


B A 


b) Beim hängenden Kreisel: 
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In Fig. 5 wurden die w mit den zugehörigen Werten C 
für den Fall des stehenden Kreisels, in Fig 6 für den Fall 
des hängenden Kreisels gezeichnet. Dabei wurden die speziellen 
Werte A=1,25, B=1,5 und Q =1 zugrunde gelegt. Die 
Zeichnungen liefern, ebenso, wie dies die Diskussion der 
Gl. (34) und (35) tut, folgende Ergebnisse: 

Ein stehender schwerer Kreisel tanzt stabil, a) wenn seine 
Figurenachse die Achse des kleinsten Hauptträgheitsmoments 
ist, bei jeder Drehgeschwindigkeit u. > w,, b) wenn die 
Rotation um die Achse des mittleren Traigheitsmoments er- 


m 
G 
as 10 20 25 05 10 A120 20 25 
(Die labilen Bereiche sind schraffiert) 
Fig. Fig.6 
. 2 


folgt, bei Drehgeschwindigkeiten zwischen w, und w,, falls 
w, > w,, c) wenn die Achse des größten Trägheitsmomentes 
Figurenachse ist, bei Drehgeschwindigkeiten u. > w, und w,, 
und falls w, > w,, bei solchen zwischen w, und w,. Im letz- 
teren Fall können also zwei getrennte Stabilitätsbereiche vor- 
kommen. 

Ein lotrecht hängender schwerer Kreisel tanzt stabil, 
a) wenn seine Figurenachse die Achse des größten Trägheits- 
moments ist, bei jeder Drehgeschwindigkeit, b) wenn die 
Rotation um die Achse des mittleren Trägheitsmoments er- 
folgt, bei solchen Drehgeschwindigkeiten, die kleiner als w, 
sind, und c) wenn die Achse des kleinsten Trägheitsmoments 
Figurenachse ist, bei allen Drehgeschwindigkeiten, die nicht 
zwischen w, und w, liegen. Im letzteren Fall treten also zwei 
getrennte Stabilitätsbereiche auf. 

Zu qualitativ den gleichen Ergebnissen gelangt Grammel 
bei seinen Untersuchungen, über die er in seinem Buch „Der 
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Kreisel“, S. 147—158, berichtet. Er arbeitet dabei mit der 
sogenannten „Methode kleiner Schwingungen“, bei der auf 
Grund der Voraussetzung kleiner Schwingungen die Bewegungs- 
gleichungen linearisiert werden. 


Grammel geht aus von den Kulerschen Gleichungen, 
von denen er die drei kinematischen Gleichungen in einer 
Schreibweise benutzt, bei der an Stelle der Eulerschen Winkel 
Richtungscos vorkommen, wodurch es vermieden wird, daß die 
beiden Pole singuläre Stellen werden (vgl. S. 913). Die Glei- — 
chungen werden linearisiert und dann gelöst durch einen An- 
satz mit Exponentialfunktionen bzw. sin und cos. Die Fre- = 
quenzen der Schwingungen, aus denen sich die Lösung auf- 
baut, sind aus einer algebraischen Gleichung zu ermitteln, die vom 
4. Grad und biquadratisch ist; ihre Wurzeln sind paarweise ein- = 
ander gleich und liefern zwei Frequenzen, die bis auf Korrektur- 
elieder den Frequenzen f—n und f+n der Gl. (22) ent- 
sprechen. Die Bedingungen, unter denen der Übergang von 
reellen zu komplexen Wurzeln, also von stabilen zu labilen 
Verhältnissen sich vollzieht, sind ganz ähnlich unseren Gl. (34) 
und (35). Sie lauten a 


a) Beim stehenden Kreisel: 
( Q 

90442 -C4+B+2VAB@A-O@B- 

+ B- C) 

b) Beim hängenden Kreisel: 


Man erkennt, daß man mit Hilfe der Gl. (36) und (37) 
zu qualitativ genau den gleichen Ergebnissen gelangt wie auf 
Grund der Gl. (34) und (35), solange w, reell ausfällt. 

In Figg. 7 und 8 wird das Beispiel der Figg.5 und 6 
nach den Grammelschen Formeln dargestellt. Ein Vergleich 
lehrt, daß, abgesehen von dem erwähnten Ausnahmefall, de 
beiden Theorien = diesem Beispiel auch quantitativ ; recht x 
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Einige Feststellungen sind noch in bezug auf den Aus- 
nahmefall zu machen. Die dritte Gl. (34) war eine einfache 
Folgerung aus der Präzessionsbedingung (18). Die Gleichung 
für w, aus (36) dagegen ergab sich formal bei der Diskussion 
einer Gleichung vierten Grades, die selbst nur näherungsweise 
Gültigkeit beanspruchte. Im Grenzfall A = B werden beide 
Gleichungen identisch und auch, wenn A + B ist, stimmen 
für kleine C die Werte w, beidemal gut überein. Größere 
Abweichungen ergeben sich erst, wenn bei A< B C nahezu 


WW 


2A wird. Bei C>2A endlich versagt das Kriterium (36) 
völlig. In diesem Falle würde nämlich aus (36) der unsinnige 
Satz folgen, daß ein schwerer Kreisel auch bei verschwindender 
Drehgeschwindigkeit stabil aufrecht stehen könne, wenn sein 
zur Figurenachse gehöriges Trägheitsmoment das kleinere 
äquatoriale Trägheitsmoment um mehr als das Doppelte 
übertrifft. 

So liefert die Theorie des aufrechten Kreisels einen 
interessanten Fall für ein Versagen der Methode kleiner 
Schwingungen. Die Verhältnisse sind beim schweren unsym- 
metrischen Kreisel eben doch zu kompliziert, als daß lineare 
Differentialgleichungen sie in jedem Bereich auch nur qualitativ 


ote 
$4. Experimenteller Teil. _ 

Konstruktion des Kreiselmodells. Auf Veranlassung von 
Hrn. Professor Dr. Ing. M. Schuler wurde im Institut für an- 
gewandte Mechanik der Universität Göttingen ein Kreiselmodell 
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richtig wiedergeben könnten. 
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gebaut, an dem ich die theoretischen Ergebnisse nachprüfen 
konnte. Im § 4 wird über diese Versuche berichtet. 

* 
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die Verbindung beider 
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En Wie aus den Figg. 9 und 10 ersichtlich ist, besteht der "7 
Apparat aus zwei Teilen: dem Kreiselkörper und dem Gestell. - 
von Besondere Beachtung verdient beim vorliegenden Modell ak 
an- Ausführung der „Kreiselspitze“, | 
dell Teile herstellt. ros 
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Am Kreiselkörper unterscheidet man: 1. Die rotations- 
symmetrisch ausgebildete Glocke (G) mit den fünf Messing- 
rohren, die unter sich die Achsen eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems bilden, und von denen das eine in die 
Symmetrieachse der Glocke, die Figurenachse, zu liegen kommt; 
2. die am Ende der Figurenachse befindliche Spitze (S), die 
so gefaßt ist, daß sie innerhalb gewisser Grenzen seitlich ver- 
schoben werden kann, so daß sie bei kleinen Abweichungen 
der Hauptträgheitsachse von der Rohrachse mit jener zur 
Deckung gebracht werden kann, und 3. die auf den Messing- 
rohren befindlichen Laufgewichte, durch deren Verstellung 
das Trägheitsellipsoid und das Schweremoment des Kreisels 
variiert werden können. 

Am Gestell ist hervorzuheben der Bügel (B) mit dem 
Lager (L) für die Figurenachse, das unter beliebigem Dekli- 
nationswinkel zwischen 0° und 45° festgestellt werden kann. 
Auf diese Weise kann der Kreisel in schräger Lage auf- 
gezogen werden. Der Bügel ist auf der einen Seite durch 
ein Schloß, auf der anderen Seite durch ein Scharnier mit 
dem Gestell verbunden und so konstruiert, daß durch Um- 
klappen des Bügels das Lager (L) von der Figurenachse ent- 
fernt werden kann, ohne daß der Kreisel einen seitlichen 
Anstoß erhält. 

Die Kreiselspitze (0) endlich wird durch ein Kardangelenk 
dargestellt, das eine beliebige Drehung des Kreisels in eine 
solche um eine lotrechte Achse verwandelt, für die im Fuß (F) 
des Gestells ein Lager angebracht ist. Das Kardangelenk ist 
so leicht ausgeführt, daß die Trägheitsmomente seiner Teile 
gegenüber denen des Kreiselkörpers nicht in Betracht kommen, 
so daß darauf verzichtet werden kann, bei der Berechnung 
der Kreiselbewegung den Einfluß der ungleichförmigen Drehung 
der Teile des Kardangelenks zu berücksichtigen. 

Alle Lager sind zur Verringerung der Reibung mit Kugel- 
lagern ausgestattet. 

Für die Versuche ist es notwendig, in einem jeden Augen- 
blick rasch die Drehgeschwindigkeit um die Figurenachse 
messen zu können. Deshalb wurde an der kegelförmigen 
Oberfläche der Glocke (7) eine stroboskopische Teilung an- 
gebracht. 
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Die Bestimmung des Schweremoments Q geschieht am 
einfachsten durch Ausführung eines Präzessionsversuchs, bei 
dem die mittlere Präzessionsgeschwindigkeit p, die Dreh- 
geschwindigkeit f und der Deklinationswinkel 9, gemessen 
werden. @ folgt dann sofort aus der Präzessionsbedingung (18). 

Der geometrische Ort der Spitze (S), deren Bewegungen 
beobachtet werden, ist natürlich eine Kugel. Für die beab- 
sichtigten photographischen Aufnahmen der Kreiselbewegungen 
ist es wichtig, daß das Bild der Bahnkurve mit dem Gradnetz 
der Eulerschen Winkel ı#, yw ausgestattet ist, das jene Kugel 
trägt, damit man sich die Bahnkurve nachträglich jederzeit 
rekonstruieren kann. Dies wurde in sehr einfacher Weise da- 
durch erreicht, daß jene Kugel in Blech ausgeführt und mit 
einem weißen Gradnetz auf schwarzem Grund bemalt wurde. 
Vor oder nach jeder Aufnahme einer Kreiselbewegung wurde 
die Kugel an die Stelle des Kreisels gesetzt und mit auf die 
Platte photographiert. 

Alle Teile des Apparats sind geschwärzt mit mattem, 
schwarzen Lack, sog. Schiefertafellack oder brüniert, also 
optisch möglichst unwirksam. Nur der obere Teil der Spitze (S), 
der rund geschliffen ist mit etwa 2 mm Krümmungsradius, ist 
poliert und blank. Das Verfahren besteht nun darin, daß diese 
Spitze, während der Kreisel tanzt, mit einem Scheinwerfer be- 
leuchtet wird, und der wandernde Lichtpunkt aus großer Nähe 
durch Zeitaufnahme aufgenommen wird. Sofort anschließend 
wird dann auch noch das Gradnetz auf,die Platte dazu photo- 
graphiert. 

Ergebnisse der Experimente: Zwei Fragenkomplexe der 
allgemeinen Theorie sind es, deren experimentelle Bestätigung 
wünschenswert ist, nämlich: 

1. die Frage nach der wirklichen Gestalt der Bahnkurven 
bei den Präzessionsumläufen der Kreisel vom Typus I und II, und 

2. die Voraussagen, die in § 3 über die Stabilität des auf- 
rechten Kreisels gemacht wurden. 

Die soeben beschriebene Apparatur wurde für die erste 
dieser beiden Aufgaben hergestellt. Für die zweite Aufgabe 
ist sie in der vorliegenden Ausführung ungeeignet, da die 
Reibung trotz der Verwendung von Kugellagern so groß ist, 
daß die Drehgeschwindigkeit f in einer Minute auf etwa die 
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Hälfte herabsinkt. In Bruchteilen einer Minute würden also 
die sämtlichen kritischen Bereiche durchlaufen. Die Zeit ist 
also viel zu kurz um den Eintritt einer aperiodischen Bewegung 
exakt feststellen zu lassen. 

Ich habe mich daher nur mit der ersten Aufgabe befaßt 
und bringe nun eine kleine Auswahl von den gemachten Auf- 
nahmen, die eine Übersicht über die gefundenen Erscheinungen 
gewährt, und die in § 2 ent- 
wickelte Theorie erster Ord- 
nung bestätigt. 


20 


Kriiftefreier un rischer 
Kräftefreier unsymmetrischer 


tabil „6 Kreisel; „unstabil“ 
ig. 


Ich beginne mit einigen Aufnahmen an kräftefreien Kreiseln. 
Bei Fig. 11 liegt ein kräftefreier Kreisel vor mit den Trägheits- 
momenten A = 447, B= 641, C = 923 (kg-cm?). Das Bild 
stellt die altbekannte Poinsotbewegung dar. 

Die Fig. 12 stammt von einem wiederum kräftefreien 
Kreisel, dessen Figurenachse aber das mittlere Trägheits- 
moment aufweist. Seine Daten sind: 4= 220, B=1130, = 1100. 
Die Bewegung ist labil, die Bahnkurven sind nach der Theorie 
Spiralen. Bemerkenswert ist die Verbeulung dieser Spirale bei 
der Fig. 12. Diese rührt daher, daß der Schwerpunkt etwas 
abseits von der Figurenachse lag, wodurch nach § 2 eine 
Schwingung mit der Frequenz f bewirkt wird, die sich der 
Spirale überlagert. Da aber die Amplitude dieser Schwingung 
mit wachsender Drehzahl f abnimmt, und bei Fig. 12 der 
Kreisel ziemlich rasch lief, ist sie nur schwach zu erkennen. 
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Fig. 13 stammt von einem schweren symmetrischen Kreisel 
mit den Daten: A = B= 488, C = 744 und Q = 3,83-10° 
(kg-cm?/sec?). Die „Nu- 
tationen“ klingen durch | 
die Reibung bei jedem 
der vier Präzessions- 
umläufe immer mehr 
und mehr ab. Die 
„Präzession“ überwiegt 
immer mehr. Die pseu- 
doreguliire Präzession 
seht nach und nach in 
die reguläre Präzession 
über. Es ist eine beson- Fig. 13 
ders angenehme Eigen- 
schaft des Kreiselmodells, daß der Kreisel sich während jedes 
Präzessionsumlaufs gerade soweit aufrichtet‘), daß die Bahn- 
kurven nebeneinander zu liegen 
kommen, denn dieser Effekt war 


Schwerer, symmetrischer Kreisel 


Schwerer, Schwerer, unsymmetrischer Kreisel: 
unsymmetrischer Kre isel: „Reine Priizession“ 


bei der Konstruktion des Modells nicht vorauszusehen, da das 
\ufrichten des Kreisels von der Verteilung der Lagerreibung 


1) Bei allen Figuren mit mehreren Präzessionsumläufen (Figg. 13, 
14 usw.) hat daher die Bewegung am untersten Breitenkreis begonnen 
und am obersten geendet. 
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Me auf die horizontale und die vertikale Richtung abhängt. Diese 
aoa ie Verhältnisse lassen sich aber kaum im voraus bestimmen. or 
ee a? Die folgenden Aufnahmen stammen sämtlich von un- w 
symmetrischen schweren Kreiseln. iq 
Figg. 14 und 15 zeigen zwei Fälle von reiner Präzession. ei 
j Bei 14 hat der Kreisel die Dimensionen: A= 427, B = 609, le 
C = 829, Q = 3,49-10% Bei 15 sind die Dimensionen: K 
A = 339, B = 720, C = 843, Y = 3,28.10°%. Wie es nach der n 
‘Theorie sein muß, liegen bei 14 wegen 24 >C Wellenlinien, } 
bei 15 wegen 24 < C Schleifenzüge vor. Beidemal liegt Q 
der Schwerpunkt nicht genau in der Figurenachse, so dab Y 
neben der Schwingung mit der Frequenz 2f auch jene mit rn 
der Frequenz f bei jeder zweiten Schleife zu erkennen ist; und a 
zwar um so mehr, zu je höheren Breitekreisen man aufsteigt, lj 


wie es die Theorie voraussagt. Es ist zu beachten, daß zu 
Anfang und Ende der Aufnahme die Drehgeschwindigkeit 
beträchtliche Unterschiede aufweist, daß aber trotzdem der 
Charakter der Bahnkurven sich nur in der beschriebenen d 
Weise ändert. 

Kine Bahnkurve von ganz anderem Charakter zeigt die | 
Fig. 16. Der benützte Kreisel war ähnlich dem der Fig. 14 
and hatte die Dimensionen: A = 469, B= 605, C = 878, 
() = 3,49. 10%. Bei dieser Aufnahme wurden durch einen 
seitlichen Anstoß starke Nutationen hervorgerufen, denen 
gegenüber die Präzessionsschwingungen von untergeordneter 
Bedeutung sind. Denkt man sich die Poinsotbewegung 
der Fig. 11 während ihres Ablaufs mit der mittleren Prä- 
zessionsgeschwindigkeit p lüngs eines PBreitenkreises ent- 
lang geführt, dann entsteht eine Bewegung vom Charakter 
dieser Figur. 

Das Experiment hat demnach beim schweren unsymme- 
_ trischen Kreisel zwei einfache Arten von Bewegungen 
_ geliefert mit wenig komplizierten Bahnkurven, nämlich dann, 
wenn die freien Schwingungen klein waren gegen die er- 
zwungenen (reine Präzession), und dann, wenn die freien 
Schwingungen groß waren gegen die erzwungenen, wie dies 
hei Fig. 16 der Fall war. Natürlich müssen die kompliziertesten | 
_ Bahnkurven dann entstehen, wenn beiderlei Schwingungen von 
gleicher Größenordnung sind. 
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II. Gebelein. Uber den unsymmetrischen, 


Diesen Fall zei- 
gen die Figuren 17 
und 18. Figur 17 
ist eine Bahnkurve 
eines sehr langsam 
laufenden, torkelnden 
Kreisels mit den Di- 
mensionen A = 419, 
B = 671, C = 896, 
Q = 2,85 - 10°, dessen 
Monogramm also be- 
reits kleine Schleifen 
aufweist; Fig. 18 end- 
lich stammt vom Krei- 
selder Fig.15. Die Kur- 
ven vermitteln einen 
starken Eindruck von 
der Mannigfaltigkeit 
und Unübersichtlich- 
keitdieserBewegungen 
allgemeinster Art. 

Mit dieser experi- 
mentellen Illustration 
der theoretischen Er- 
vebnisse des zweiten 
Kapitels möge die vor- 
liegende Arbeit ihren 
Abschluß finden. 


Zusammenfassung 

Die hier gekürzt 
wiedergegebene Arbeit 
bringt eine Theorie des 
schweren, unsymme- 
trischen Kreisels, die 
eine Erweiterung der 
Theorie des kräfte- 
freien Kreisels auf den 
Fall des schweren 
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Schwerer unsymmetrischer Kreisel: 
Nutationen vorwiegend 


Fig. 16 


Schwerer, unsymmetrischer Kreisel, 
„torkelnd“; Priizession mit überlagerten 
Nutationen 


Fig. 17 


Schwerer, unsymmetrischer Kreisel: 
Priizession mit überlagerten Nutationen 


Fig. 18 
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Kreisels darstellt. Trotz der offensichtlichen Parallelen dieser 
Aufgabe mit Problemen der Himmelsmechanik wurde die 


mittelbar aus dem vorliegenden mechanischen Problem ge- 
wonnen. Infolgedessen hatte das sich ergebende, unendliche 
Approximationsverfahren eine sehr durchsichtige mechanische 
Bedeutung, wodurch es möglich wurde, die Näherungslösungen 
physikalisch zu verstehen. Die ersten beiden Schritte des 
Näherungsverfahrens wurden zum Teil explizit durchgeführt und 
die sich ergebenden Näherungen diskutiert. Dabei ergaben sich 
eine Reihe schöner Sätze. Insbesondere wurde eine ausgezeich- 
nete Klasse reinperiodischer Bewegungsvorgänge unsymmetri- 
scher schwerer Kreisel erkannt, die als reine Präzessionen be- 
zeichnet wurden. 

Ein besonderer methodischer Fortschritt ergab sich für die 
Behandlung des aufrechten Kreisels, dessen Theorie keine 
Sonderstellung mehr einnimmt, sondern sich der allgemeinen 
Theorie als einfacher Spezialfall einfiigt. Für den auf- 
rechten Kreisel wurden die Stabilitätskriterien explizit hin- 
geschrieben und ein Vergleich mit Untersuchungen über diesen 
Fall angestellt, die von Grammel herrühren. Es ergaben sich 
interessante Beispiele für das Versagen der Methode kleiner 
Schwingungen, die vielleicht bei einer Kritik jener Linearisie- 
rungsmethode von Bedeutung sein könnten. 

Im vierten Abschnitt wurde über die Experimente berichtet. 
Die photographischen Aufnahmen der Kreiselbewegungen zeigten 
volle Übereinstimmung mit den Ergebnissen der Theorie. 


(Eingegangen 29. Dezember 1931) 
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F. Durau u. C.-H,. von Gasen usw. 927 


Über Adsorption von Gasen 
an vakwumgeschmolzenem Elektrolyteisen 


on F. Durau und C.-H. Teckentrup 


(Mit 15 Figuren) 


Trotz der starken Gasbindung ist Kohle in mancher Hin- 
sicht kein geeignetes Adsorbens. Die Art der Herstellung der 
Kohle, wobei freiwerdender Wasserstofi, Sauerstoff und andere 
Gase nicht vollständig ausgetrieben werden können), nicht 
entfernbare Beimengungen und der poröse Charakter der Kohle 
komplizieren die Verhältnisse bei der Untersuchung der Ad- 
sorption. Um diese an einem Adsorbens mit definierter Ober- 
flächenbeschaffenheit zu untersuchen, hat der eine von uns?) 
Kochsalz durch wiederholtes Umkristallisieren gereinigt, durch 
Schmelzen im Hochvakuum entgast und unter Stickstoff, der 
auf Grund der Versuche auf NaCl nicht chemisch einwirkt, 
sondern nur adsorbiert wird und deshalb durch bloBes Eva- 
kuieren entfernt werden kann, gepulvert, um es dem Einfluß 
von Sauerstofi, Wasserdampf und Staub zu entziehen. Durch 
diese Herstellung des Pulvers sollte die Adsorption an einem 
Adsorbens untersucht werden, das chemisch und physikalisch 
definiert war, im Innern keine Gase enthielt und an der Ober- 
tläche gasfrei war. Welche Sorgfalt auf die Herstellung einer 
einwandfreien Adsorbensoberfläche aufzuwenden ist, zeigt sich 
sogar beim Silber*), das schon bei Zimmertemperatur mit 
Sauerstoff chemisch reagiert. Bei Herstellung des Silberpulvers 
an der Luft würde man die Adsorption an einer mit Sauerstoff— 
Silberverbindungen bedeckten Oberfläche, nicht an einer reinen 


1) N. K. Chaney, Trans. Amer. Elektroch. Soc. 36. S. 91. 1919; 
vgl. $S. Dushman, Hochvakuumtechnik, Berlin 1926, S. 171 ff. 
2) F. Durau, Ann. d. Phys. 87. S. 307. 1928. 
3) F. Durau, Ztschr. f. Phys. 37. S. 419. 1926. 
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u 
Siberoberläche beobachten. Gasbindungsvorgänge am KMnO,') 
und zersetztem KMnO,?) bestätigen die Notwendigkeit der Her- 
stellung einer Oberfläche von einwandfreier Beschaffenheit. 
Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit?) bestand darin, 
die Gasbindung am Eisen zu untersuchen. Um den oben er- 
wähnten Forderungen zu genügen, wurde vakuumgeschmolzenes 
Elektrolyteisen der Firma Heraeus benutzt, da mit den Mitteln 
des Instituts ein gasfreies Elektrolyteisen durch Schmelzen im 
 Hochvakuum nicht hergestellt werden konnte. Da Eisen in 
seinem Charakter reaktionsfähiger als Silber ist, eine Reaktion 
mit Sauerstoff, wie die Versuche ergaben, stattfindet, muß auf 
die Erzeugung einer reinen Oberfläche große Sorgfalt gelegt 
werden. Da die Herstellung des Adsorptionspulvers im Hoch- 
vakuum, die den obigen Forderungen am besten entsprochen 
hätte, experimentell schwer auszuführen ist, mußten wir uns 
damit begnügen, das Kisenpulver unter Stickstoff herzustellen. 
Diese Methode ist jedoch ebenfalls exakt, wenn Stickstoff auch bei 
der bei der Herstellung eintretenden Temperaturerhöhung aufEisen 
nicht chemisch einwirkt. Wie gering und unübersichtlich unsere 
Kenntnisse über die Gasbindung in Metalloberflächen sind, ist 
ga aus dem bekannten Buche ,,Kapillarchemie* von Freundlich‘) 
zu ersehen, und wie erforderlich derartige Untersuchungen für 
He das Studium der Katalyse sind, zeigen Ausführungen von 
Hinshelwood.?) 
. In den Untersuchungen der Gasbindung am Eisen als 
Adsorbens von Taylor und Burns®) und von Nikitin? 
können die Forderungen nach einem Adsorbens von definierter 
Beschaffenheit, vor allem hinsichtlich seiner Oberfläche nicht 
als erfüllt angesehen werden. Während nämlich Taylor und 
Burns Eisennitrat erhitzen und das gebildete Oxyd mit 


1) F. Durau, Ztschr. f. physik. Chem. A. 156. S. 195. 1931. 
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Mees ' 2) F. Durau, Ztschr. f. physik. Chem. A. 156. S. 210. 1931. 
a I. 3) Auszug aus der Dissertation von (.-H. Teekentrup, Münster. 
ne 4) H. Freundlich, Kapillarchemie Bd. I., Leipzig 1930, 4. Aufl., 


u” S. 198. 
5) C.N. Hinshelwood, Reaktionskinetik gasférmiger Systeme, 


Leipzig 1928, $. 132. 

: 6) H. 8S. Taylor u. R. M. Burns, Journ. Amer. Chem. Soc. 43. 
S. 1273. 1921. 


(9 


| V 
6 
d 
u 
k 
\ 
| 
N. N hem. 154. S ( 


4 
MnO,') 
r Her- 
eit. 
darin, 
en er- 
lzenes 
litteln 
en im 
en in 
aktion 
1B auf 
gelegt 
Hoch- 
ochen 
r uns 
tellen. 
ch bei 
Eisen 
nsere 
d, ist 
lich 4) 
n fiir 
von 


1 als 
tin’) 
jerter 
nicht 
und 

mit 


nster. 
Aufl., 


teme, 


. 43. 


F. Durau u. C.-H. Teckentrup. Adsorption von Gasen usw. 929 


carbonat bei den Temperaturen von 540—570° aus. Er ver- 
meidet ein stärkeres Erhitzen, damit das pyrophorische Eisen 
durch Sinterung und Rekristallisation seine große Oberfläche 
und damit sein Adsorptionsvermögen nicht verliert. In beiden 
Untersuchungen wies das reduzierte Eisen keine Gewichts- 
konstanz auf; so fanden Taylor und Burns, daß selbst nach 
einer Reduktionsdauer von 26 Tagen bei einer Temperatur von 
450° in der letzten Reduktionsstunde noch 1,8 mg H,O gebildet 
wurden, während in der Untersuchung von Nikitin der Gewichts- 
verlust in der letzten Reduktionsstunde 0,2 Proz. betrug. Wegen 
der nicht vollständigen Reduktion waren neben dem Eisen 
noch Eisenoxyd bzw. -carbonat vorhanden. Die Messungen von 
Nikitin, besonders bei höheren Temperaturen und mit Wasser- 
stoff, wurden von diesen nicht reduzierten Bestandteilen nach- 
teilig beeinflußt. Je nach der Temperatur und Dauer des 
Reduktionsversuches — dazu kommt noch die Einwirkung der 
reduzierenden und entstehenden Gase; die in dieser Untersuchung 
beschriebenen Versuche zeigen, daß Eisen bei Temperaturen 
von 500° stark Wasserstoff aufnimmt, der sich nachher schwer 
entfernen läßt — wird die Beschaffenheit des Adsorbens eine 
andere sein. Ein weiterer Gesichtspunkt gegen die Anwendung 
von Eisen in dieser Form zu Adsorptionszwecken wird auf 
S. 943 angeführt. 


Herstellen des Eisenpulvers 


Die Herstellung des Eisenpulvers geschah mit Hilfe der in Fig. 1 
dargestellten Apparatur. In den Bügel a einer Sägemaschine mit der 
Exzenterscheibe b und der Pleuelstange c wurden an Stelle eines Säge- 
blattes 30 solche d eingespannt, die dann wie eine Feile von 3 cm Breite 
wirkten. Diese Teile der Sägemaschine waren von einem Blechkasten, 
der luftdicht auf dem Gestell der Sägemaschine aufmontiert war, um- 
geben, während das Schwungrad und der Antriebsmotor sich außerhalb 
befanden. Die am Gestell der Sägemaschine befestigte zu feilende Eisen- 
stange reichte durch das Messingrohr e — der Zwischenraum wurde durch 
einen über Messingrohr und Eisenstange gezogenen Gummischlauch ab- 
gedichtet — in den Kasten hinein. Durch das Messingrohr f war der 
Kasten luftdicht mit dem Lager der Achse verbunden, so daß der Innen- 
raum des Kastens nur durch den Zwischenraum zwischen Achse und 
Lager, der durch Fett abgedichtet wurde, mit der Außenluft in Ver- 
bindung stand. An den die Vorderwand überragenden gekreuzt gezeichneten 
Teil des Kastens wurde eine durchsichtige Cellonscheibe mittels 7 cm 


Wasserstoff reduzieren, führt Nikitin die Reduktion von Eisen-, 
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langer, 5 em breiter und 0,5 em dicker eng aneinanderliegender Eisen- 
"platten, die sich sowohl vor der Cellonscheibe wie auch hinter dem 
Blechrand befanden und wobei die vorderen gegen die hinteren um eine 
halbe Länge verschoben waren, durch Schraubzwingen angepreßt und 


r 


Apparatur zur Herstellung des Adsorptionspulvers 
Fig. 1 


genügend abgedichtet. Die schräg nach unten verlaufenden Teile des 
Bodens liefen in einen Messingtrichter g aus, in dem durch ein weit- 
maschiges Sieb größere Metallteile aufgefangen wurden. Die Art der 
Verbindung des Adsorptionsgefäßes mit dem Trichter, um das Pulver 
mit keinem Gummi in Berührung zu bringen, ist früher beschrieben.') 
Durch das Rohr p wird Stickstoff zu der Feilstelle, durch 4 zum Trichter 
und durch o zum Adsorptionsgefäß, das vorher sorgfältig mit Stickstoff 
gefüllt wurde, zugeleitet. Der Stickstoffdruck im Kasten wird mit dem 
Manometer » gemessen. Durch die P,O,-Gefäße s und ¢ wurde der von 
den Wänden abgegebene Wasserdampf fortgenommen. Die beweglichen 
Teile der Sägemaschine wurden wegen des geringen Dampfdruckes mit 
einer Mischung von Paraffin und Vaseline geschmiert. Um zu verhüten, 
daß abgefallenes Schmiermittel oder Eisenteilchen, die mit dem Schmier- 
mittel in Berührung gekommen waren, in den Trichter gelangten, wurde 


1) F.Durau, Ann. d. Phys. $7. S. 307. 1928; S. 325. » 
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das Blech u zwischen Boden und Seitenwände gelötet; das Gleitlager x 
und die Pleuelstange c wurden durch ein Blech v abgeschirmt, so dab 
sich kein Eisenpulver auf die beweglichen Teile setzen konnte. 

Die Apparatur für eine sorgfältige Reinigung des Stickstoffs ist in 
Fig. 2 gezeichnet. Stickstoff von 99—99,8 Proz. Reinheit wurde aus der 
BombeA durch eine BatterieB von neun großen Flaschen geschickt, die in der 
aus der Zeichnung ersichtlichen Weise geschaltet und zwecks Reinigung 


K 
Gasreinigungsapparatur 


Fig. 2 


größerer Stickstoffmengen mit 15 Litern alkalischer Hydrosulfitlisung '), 
die in den mit Stickstoff gefüllten Flaschen durch nacheinander erfolgende 
Zugabe von Natriumhydrosulfit, Kalilauge und Wasser hergestellt wurde, 
gefüllt waren, in den CaCl,-Gefäßen C getrocknet, in den Gefäßen D 
durch festes KOH von CO, und in den 35 mm weiten Verbrennungs- 
rohren E, die auf einer Länge von 80cm mit Kupferdraht gefüllt waren, 
von den letzten Resten von Sauerstoff befreit. Die Verbrennungsrohre 
wurden nacheinander benutzt, wobei vor vollständigem Verbrauch des 
Kupfers das nächste Rohr eingeschaltet wurde. Der Stickstoff wurde 
in zwei Parallelleitungen durch CaCl, in den Flaschen F und durch P,O, 
in @ getrocknet sowie durch Glaswolle in dem Gefäß H von Staub 
befreit. Die Trocknung war so vollkommen, daß das P,O, nicht merklich 
angegriffen wurde. An dem Manometer K wurde die Dichtigkeit der 
(asreinigungsapparatur bis zur Siigemaschine festgestellt. Wie aus der 
Beschreibung der Sägeapparatur zu erwarten ist, war diese nicht voll- 
ständig dicht, so daß durch Einleiten mehrerer Kubikmeter Stickstoff der 
Sauerstoff der Luft aus der Apparatur vor dem Feilen verdrängt werden 
konnte. Die Sauerstofffreiheit wurde durch Analysen festgestellt und der 
Stickstoff so zugeleitet, daß in der Apparatur nur ein kleiner Überdruck 
herrschte. Nach der Füllung des Adsorptionsgefäßes wurde auf das 
Eisenpulver mittels eines Glasrohres, durch das Stickstoff zugeleitet wurde, 
eine gewogene Menge Platindrahtnetz gelegt, um beim Evakuieren ein 
MitreiBen von Adsorbens zu vermeiden, das tote Volumen im Ansatzrohr 
des Adsorptionsgefäßes durch einen Glasstab ausgefüllt, das Adsorptions- 
gefäß verschlossen, gewogen und nach Ansetzen an die Versuchsapparatur 
sofort evakuiert. 

Durch Versuche mußte festgestellt werden, inwieweit das Ziel der 
Erzeugung einer gasfreien Adsorbensoberfläche durch die oben be- 
schriebene Apparatur erreicht wurde. Enthält das Adsorbens im Innern 


1) L. Moser, Reindarstellung von Gasen, S. 80. 
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_ keine Gase und reagiert Stickstofl' bei der Herstellung des Pulvers nicht 
mit dem Eisen, so wird man ihn von der Oberfläche durch Evakuieren 
bei Zimmertemperatur entfernen können; erhitzt man darauf das Pulver, 
so dürfen nun keine (jase abgegeben werden. Zwecks Nachprüfung der 
Gasfreiheit des bezogenen Elektrolyteisens wurde mit einer Entgasungs- 
und (asanalysenapparatur') eine Eisenstange von 50 em Länge und 
3em Durchmesser (von Heraeus als vakuumgeschmolzenes Elektrolyt- 
eisen bezogen) in einem Porzellanrohre im Hochvakuum auf 1200° erhitzt, 
wobei die abgegebenen (sase aufgefangen wurden. Selbst nach stunden- 
langem Entgasen bei 1200° änderte sich die Gasabgabe in ihrer Größe 
nur wenig. Der Eisenstab, der eine Gasmenge von 20,1 em? abgegeben 
hatte, wurde unter dauerndem Evakuieren abgekühlt und am nächsten 
Tage, ohne daß er mit Luft in Berührung gekommen war, abermals auf 
1200° erhitzt, wobei eine Gasmenge von 13,3 cm? aufgefangen wurde. 
Auch bei diesem zweiten Entgasen war nach einem stundenlangen [r- 
hitzen bei 1200° die in einer bestimmten Zeit abgegebene Gasmenge 
ebenso groß wie zu Beginn des Entgasens bei 1200°. Von der Ober- 
fläche des Eisenstabes und von etwaigen Verunreinigungen der Ober- 
tläche können auf Grund des zweiten Erhitzens diese Gase nicht allein 


Tabelle 1 


Analysen der beim Erhitzen des Fisens abgegebenen Gasmengen 


Gesamte | Gasanalyse in °/, 
Gasmenge Ä 


inem’ (0, 0, | CO | H, | N, 


Temp. 


in 


201200! 33,422 0.210 | 46,9 50,7] 22 


| 

| 
— — 

1 | Eisenstange 


| 185g: 20— 900 26,252 78 |0 |37,2 | 30,8 | 24,2 
2 ‘ander Lait} 900—1200 2,432 7,2 |0,8 | 16,4 | 14,7 | 60,9 
gefeilt Gesamt 28,684 7,7 | 0,04) 35,4 29,5 | 27,4 
180 g; 20-— 800 22,299 6,2 | 0,2 | 40,8 1,2 | 51,6 
8 unter N, 800—1200 3,356 6,5 18,3, 5 
gefeilt Gesamt 25,655 63 108 137,7 | 3 
163 g: 20— 520 8,905 34107 | 18! 0 
4 unter N, ! 520-1200 6,963 59 109 | 49,9 0 
gefeilt || Gesamt | 15,868 45108 [357 0 


1) F. Durau, Ann. d. Phys. 87. S. 307. 1928; S. 310ff. 
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daß Adsorptionsversuche am Eisen auch in technischer Hinsicht von 
Interesse sein würden. 

Um die Frage nach der Gasfreiheit der Oberfläche zu beantworten, 
wurde eine Reihe von Versuchen ausgeführt, die gleichzeitig einen Beitrag 
ergeben, welche Gase selbst in einem vakuumgeschmolzenen Elektrolyt- 
eisen noch vorhanden sind. Für die Notwendigkeit der Herstellung des 
Eisenpulvers unter Stickstoff spricht ein Versuch, bei dem das Eisen an 
der Luft gefeilt wurde, um es dem Einfluß von Sauerstoff, Wasserdampf 
und Staub auszusetzen. 185 g dieses so hergestellten Eisenpulvers wurden 
zuerst auf 900° und dann weiter auf 1200° erhitzt, wobei die bis zu 
diesen Temperaturen abgegebenen Gasmengen gesondert aufgefangen 
wurden. Ihre Menge und Zusammensetzung sind in der zweiten Zeile 
der Tab. 1 angegeben. Die abgegebene Wasserdampfmenge betrug 9 mg. 
Macht man die Annahme, daß diese Wasserdampfmenge sich auf dem 
an der Luft hergestellten Pulver niedergeschlagen hat, so darf Wasser- 
dampf beim Herstellen des Pulvers unter Stickstoff nicht festgestellt 
werden. Um diese Frage nachzuprüfen, wurden zwei Porzellanrohre 
bei 1200° entgast, wobei etwa 0,5 cm’ Gas und 6,3 bzw. 4,1 mg Wasser- 
dampf abgegeben wurden. Sie wurden dann nach dem Verfahren zum 
Füllen des Adsorptionsgefäßes mit unter Stickstoff gefeiltem Pulver gefüllt 
und entgast, wobei die abgegebenen Gasmengen zwischen den in der 
dritten und vierten Zeile der Tab.1 angegebenen Temperaturen aufgefangen 
und analysiert wurden. Die Bestimmung der Wasserdampfmenge beim 
Versuch der dritten Zeile der Tab. 1 mißlang, beim Versuch der vierten Zeile 
betrug sie 3mg. Blindversuche, bei denen dieselben Manipulationen mit 
dem P,O.-Gefäß gemacht wurden, das Erhitzen jedoch nicht stattfand — 
vor dem Ansetzen des Porzellanrohres befand sich in einem Teil der 
Apparatur Luft, die beim Evakuieren durch das P,O,-Gefäß gesogen 
wurde, während nach dem Versuch Luft in das P,O,-Gefäß eingeleitet 
werden mußte, damit es gewogen werden konnte — ergaben Gewichts- 
zunahmen des P,O,-Gefäßes in demselben Betrage. Dies spricht dafür, 
daß das unter Stickstoff gefeilte Pulver wasserdampffrei ist. Auf Grund 
dieser Blindversuche wurde später parallel zu dem P,O,-Gefäß eine 
Leitung mit einem Hahn gelegt, so daß die Luft durch die Parallelleitung 
und die freigewordenen (sase nach Schließen des Hahnes durch das 
P,O,-Gefäß evakuiert werden konnten. Leider konnte, da die Eisenstange 
aufgebraucht war, nach dieser Änderung der Entgasungsapparatur kein 
weiterer Versuch mehr gemacht werden. Es ist jedoch auch nicht aus- 
geschlossen, daß sich beim Erhitzen infolge der im Eisenpulver vor- 
handenen Gase H,, CO und CO, Wasser bildete. Die festgestellten 
Sauerstoffmengen liegen innerhalb der Versuchsfehler. Beachtenswert 
ist der große Unterschied in der abgegebenen Wasserstoffmenge bei der 
Eisenstange und dem luftgefeilten Eisenpulver einerseits und dem unter 
Stickstoff gefeilten anderseits. 

Die wichtige Frage nach der Gasfreiheit der Oberfläche kann auf 
(rund einer Reihe von Beobachtungen bejaht werden. Die in dieser 
Abhandlung festgestellte reversible Adsorption des Stickstoffs spricht 
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F erner kann man aus den Gassen mit Sauerstoff schließen, 
daß die Oberfläche des unter Stickstoff hergestellten Pulvers mit diesem 
Gas nicht in Berührung gekommen ist. Während nämlich das Pulver 
_ bei der ersten Versuchsreihe größere Sauerstoffmengen aufnahm, war die 
Bindung bei Wiederholung der Meßreihe bedeutend geringer. Wäre die 
Oberfläche merklich mit O, bedeckt gewesen, so hätten wir schon bei 
der ersten Mebreihe die schwache Gasbindung beobachten müssen. 
Weiter ergeben die Messungen für die einzelnen Gase fast gleich große 
_adsorbierte Mengen, trotzdem das Eisenpulver das eine Mal nur bei 
7 Siouinastennpevstar entgast, das andere Mal bei 560° im Hochvakuum 
_ erhitzt und drittens bei 560° mit Wasserstoff reduziert wurde. Dies legt 
den Schluß nahe, daß die Adsorbensoberfläche in allen drei Fällen 
gasfrei war. Gegen die (asfreiheit der Oberfläche spricht die Schwierig- 
keit, durch Evakuieren des Eisenpulvers bei Zimmertemperatur schnell 
ein Hochvakuum zu erhalten. Dies wird dadurch bedingt, daß mehr 
oder minder stabile Verbindungen (vgl. S. 956) in den Oberflächen- 
schichten zerfallen und die dabei entstehenden Gase ebenso wie die aus 
dem Innern herausdiffundierenden ins Vakuum abgegeben werden. Erst 
wenn die Oberflächenschichten des Adsorbens an diesen (jasen und den 
zerfallenden Verbindungen verarmt sind, wird das Hochvakuum besser. 
Wir gehen demnach nicht fehl, wenn wir den Schluß ziehen, daß die 
_ Oberfläche des Eisenpulvers gasfrei ist, daß also mit der Feilapparatur 
ein Adsorbens von einwandfreier Oberflichenbeschaffenheit hergestellt 
werden kann. 


Gang eines Versuches, Herstellung der Gase, 
Bestimmung des spezifischen Gewichtes 

Die ist früher beschrieben.'),?) Die 
Versuche wurden bei 18° ausgeführt. Fast sämtliche in dieser 
Ber Arbeit angegebenen Kurven wurden reproduziert. Die Gas- 
volumina sind auf 0° und 760 mm Hg bezogen, die Drucke in 
Millimeter Hg angegeben. Die volumenometrische Methode ist 
auf Grund von Versuchen, über die der eine von uns gemeinsam 
mit Hrn. Raters Are wird, weiter ausgearbeitet und 


von Gasen“ entwie ‚kelt. Bei den Gasentwick- 
lungsapparaturen wurden die einzelnen Teile unter Vermeidung 
von Schläuchen durch Schliffe aneinandergesetzt. Die hoch- 
siedenden Gase wurden durch Kondensation gereinigt. Die 
ersten Bestimmungen des spezifischen Gewichts, das für die 


9 F.Durau, Ann. d. Phys. 87. 8. 307. 1928; 8. 342#. 
2) F. Durau, Ztsehr. f. physik. Chem. A. 156. S. 195. 1931. 
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Berechnung des toten Volumens im Adsorptionsgefäß genau 
bekannt sein muß und die nach einer früher!),?2) angegebenen 
Methode ausgeführt wurden, ergaben mit Wasser als Eich- 
flüssigkeit infolge einer chemischen Umsetzung zwischen Wasser 
und Eisen keine übereinstimmenden Werte Es wurde ein 
größeres spezifisches Gewicht gefunden, wenn das Kisenpulver 
mehrere Tage in dem Wasser des Pyknometers liegen blieb 
und dann erst die spezifische Gewichtsbestimmung ausgeführt 
wurde. Ebenso wurden keine reproduzierbaren Werte erreicht, 
als handelsübliches Petroleum und Xylol als Eichflüssigkeiten 
benutzt wurden. Zum Ziele führte eine Methode*), die den 
Einfluß adsorbierter und chemosorbierter Gase vermeidet und 
Kohlenwasserstoffe als Eichflüssigkeit verwendet. Nach dieser 
Methode ergaben die bei 18° ausgeführten spezifischen Ge- 
wichtsbestimmungen gut übereinstimmende Werte mit einem 
Mittelwert von 7,8270. Spezifische Gewichtsbestimmungen mit 
kompakten Eisenstücken von 0,5 cm* Volumen und angenähert 
elatter Oberfläche, die durch Zersägen der Eisenstange erhalten 
wurden, führten zu einem um 0,01 höheren Wert. Der kleinere 
Wert für das spezifische Gewicht des Eisenpulvers wird da- 
durch bedingt sein, daß durch das Reißen der Sägeblätter das 
Gefüge des so hergestellten Pulvers gelockert wird. 


Versuchsergebnisse 

Um eine Änderung der Oberflächenbeschaffenheit zu ver- 
meiden, durfte kein Gas zum Eisenpulver zugeleitet werden, das 
mit dem Eisen reagierte. Bei einer neuen Herstellung des 
Pulvers hätte man die Adsorptionsisothermen, die an diesem 
Pulver erhalten wurden, nicht mit denen des ersten vergleichen 
können, da sich die Pulver in der Größe der Oberfläche 
unterscheiden konnten. Mit einer Hilfsapparatur, der die 
volumenometrische Methode zugrunde lag, orientierten wir 
uns, welche Gase mit Eisen eine chemische Reaktion ein- 
singen. Das in einem Betrage von 110—120 g benutzte 
Pulver war außer einer an der Luft gefüllten Probe unter =a u 


1) F. Durau, Ztschr. f. Phys. 37. S. 419. 1926. A a 
2) F. Durau, Ann. d. Phys. 87. S. 307. 1928; 8. 342 ff. 


3) F. Durau, Ztsehr. f. physik. Chem. A 156. 8.19. 1931, 
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gering. Die Adsorptionsisothermen der Kohlenwasserstofie CH, 
C,H, und C,H, wiesen auf eine reine Adsorption hin. Bei CO,, 
SO, und NO ergab sich eine Chemosorption, ebenso an dem! — 
an der Luft gefeilten Eisen bei Versuchen mit Sauerstoff und | 
Luft. Das letztere Pulver chemosorbierte innerhalb 2 Tagen 
5 em? CO. Vielleicht ist die allmähliche Bindung von CO 
durch Wasserdampf bedingt, da CO von einer mit wenig O, 
in’ Berührung gekommenen, jedoch stark von CO, und C,N, 
angegriffenen Kisenoberfliiche rein adsorbiert wird. Ebenso 
reagierte CO mit unter Stickstoff lergestelltem Eisenpulver | 
nicht. Dieser Befund mit CO zeigt die Wichtigkeit, die Ad- 
sorption an einer einwandfreien Oberfläche zu untersuchen, 
um sichere Schlüsse ziehen zu können, da die in der Luft 
vorhandenen Gase O,, CO, und wahrscheinlich auch Wasser- 
dampf auf Kisen chemisch einwirken. 
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1. Versuche an Pulver II 


Die Adsorption wurde an zwei unter Stickstoff hergestellten 
Pulvern untersucht, die im folgenden als Pulver I und II be- 
zeichnet werden. Eisenpulver I wog 795,366 g, Eisenpulver II 
793,627 g. Die Notwendigkeit, das Pulver II herzustellen, ergab 
sich, als schon nach dem Versuch mit N, durch Eindringen 
von Luft aus dem undicht gewordenen Methangasometer das 
Pulver I mit Sauerstoff in Berührung gekommen war. Die an 
der reinen Eisenoberfläche des Pulvers II gemachten Versuche 
werden zuerst beschrieben. 


a) Versuche an nicht erhitztem Pulver mit N,, CH,, C,H,, C,H,, N,0, 
CO, H, und Ar 

Nach einem mehrtägigen Entgasen des Eisenpulvers wurde 
ein Versuch mit N, bei Drucken unter 1 mm Hg aufgenommen, 
der in Tab. 2 angegeben ist. Eine Adsorption ist nicht meBbar, 
trotzdem die Meßgenauigkeit bei der großen Oberfläche und 
dem möglichst klein gemachten toten Volumen beträchtlich 
war. Die gemessenen Zahlen schwanken willkürlich. Dasselbe 
zeigt der ©,H,-, CO- und H,-Versuch der Tab. 2. Bei CH,, 
C,H, und N,O wurde dasselbe Ergebnis gefunden, so daß sich 
eine Wiedergabe dieser Messungen erübrigt. In der Tab. 2 
bedeutet R Rückversuch. 
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> CH, Tabelle 2 Er 
eı vo, Versuche bei Drucken unter 1 mm Hg mit N,, C,H,, CO und H, Moan 


an dem} —_ 

stoff und | Stickstoff Propan Kohlenoxyd Wasserstoff rt 7 

2 Tagen 4 X 
ao Ads. Ads. Ads. Ads. 

von co Druck Menge Druck Menge Druck Menge Druck Menge 


o Bs. | 
enig “0,096 |—0,00132 0,0721-0,00137  0,086|-0,0022 | 0,038 - 000012 
0,148 |—0,00045 0,139| +0,00027 0,150 -0,00103 | 0,127 — 0,00024 
Ebenso 0,243 —0,00095 | 0,212. —0,00016 0,209 - 0,00047 | 0,204| — 0,00121 
enpulver | „0300 —0,00026 _ 0,310 —0,00092 | 0,333|—0,00278 
npulver | 70,142 +0,00090 R0,193 +0,00022 R 0,212 —0,00033 R 0,219 — 0,00295 ay 
die Ad- R0,032 —0,00113 R 0,044 0,00136 R 0,049 —0,00058 |R 0,048) + 0,00002 


rsuchen, ' 
er Luft Tabelle 3 
Wasser- | Versuche mit N,, CH,, C,H,, C,H,, N,0, CO, H, und Ar 
Druck Adsorbierte Mengen in cm | 
inmm CH, | C,H, CAH, | | co | H, | Ar 
I he 50 | 0,080 | 0,068 | 0,205 | 0,483 0,151 | 0,085 | 0,064 | 0,067 
0» 100 0,165 | 0,137 | 0,409 | 0,825 0,290 , 0,162 | 0,110 | 0,134 
ulver II 150 0.235 0,199 | 0,598 | 1,161 0,410 | 0,240 | 0,160 | 0,193 
1, ergah 200 0,305 | 0,260 | 0,783 | 1,488 0,539 | 0,311 | 0,203 | 0,243 
Da 250 0,397 | 0,322 | 0,944 | 1,802 0,651 | 0,381 | 0,242 | 0,293 
lringen | 300 0,430 | 0,382 | 1,098 | 2,071 0,765 | 0,450 | 0,285 | 0,339 
> des 350 0,495 | 0,442 | 1,267 | 2,310 | 0,873 | 0,515 | 0,326 | 0,385 
ET 400 0,553 | 0,501 | 1,426 | 2,542 | 0,978 | 0,574 | 0,366 | 0,429 
Die an 450 0,610 | 0,560 | 1,590 | 2,762 | 1,075 | 0,635 | 0,407 | 0,465 
rsuche 500 0,660 | 0,617 | 1,762 | 2,980 1,178 | 0,685 | 0,450 | 0,501 
550 0,712 | 0,668 | 1,917 | 3,204 1,278 | 0,743 | 0,490 | 0,541 
600 0,756 | 0,719 | 2,061 | 3,393 1,379 | 0,797 | 0,530 | 0,578 
650 0,803 | 0,775 | 2,194 | 3,558 1,475 | 0,850 | 0,571 | 0,611 
, N,0, 700 0,850 0,827 | 2,320 | 3,700 | 1,568 | 0,905 | 0,612 | 0,641 
"750 10,891 0,881 | 2,439 | 3,818 | 1,658 | 0,951 | 0,651 | 0,672 
wurde | R Bei den Rückversuchen dieselben Werte 
MINOR, Der Versuch mit N, bei Drucken über 1 mm Hg ist in 
eBbar, Tab. 3 und in Fig. 3 dargestellt. Da der Riickversuch mit dem 
° und Hinversuch zusammenfällt, wird auf eine reine Adsorption 
htlich geschlossen. Ein zweiter Versuch ergab dieselbe Kurve. Bei | 
kaeibe nach 8 Stunden wiederholten Messungen wurden dieselben ad- 
CH,, sorbierten Mengen gefunden; das Gleichgewicht stellte sich oe 
| sich augenblicklich ein. In Fig. 3 sind die nicht korrigierten nd 
ab. 2 korrigierten Kurven eingetragen. Man sieht, daß aus der ge- Ber 
messenen, gegen die Abszissenachse konvexen Kurve eine 
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konkave erhalten wird. Im allgemeinen werden nur die korri- 
gierten Kurven und die aus diesen abgelesenen adsorbierten 
Mengen bei den angegebenen Drucken aufgeführt, wobei die 
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Versuche mit Stickstoff 
am nicht erhitzten 


vor und nach Anbringung 
der Korrektion 


Kurven so groß gezeichnet wurden, daß die Kubikmillimeter 


abgelesen werden konnten. 

Die Versuche mit CH,, C,H, und C,H, sind in Tab. 3 
und in Fig. 4 wiedergegeben. Bei allen drei Gasen folgt auf 
Grund des Verlaufs der Rückkurven eine reine Adsorption. 


com 
Versuche mit Methan, 
OMe Athan und Propan 
am nicht erhitzten 
CK, Eisenpulver II 
0 l l l = 
20 30 30 650 Se. 
% 
Fig. 4 


Kontrollversuche zeigten, daß die Kurven reproduziert werden 
konnten. In den letzten Kolonnen der Tab. 3 und in Fig. 5 
sind die Adsorptionsisothermen von N,O, CO, H, und Ar dar- 
gestellt. Bei diesen Gasen wird beim Rückversuch vollständige 
: “aoe Reversibilität, also nur eine reine Adsorption gefunden. Dieses 
Ergebnis ist beim CO iiberraschend, da die Bildung von Eisen- 
carbonyl zu erwarten war. Wir miissen aus der mehrstiindigen 
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Dauer des Versuchs, der großen Meßgenauigkeit und der be- 
trächtlichen Oberfläche, an der die Reaktion zwischen CO und 
schließen, daß sie 
äußerst klein, wenn 
nicht Null ist (vgl. 
S. 936). Bei den 
beiden H,-Versuchen 
war weder eine Che- 
mosorption noch eine 
Absorption von H, 
durch Eisen zu mes- 
sen; eine Wieder- 
holung von Messungen 
nach 24 Std. ergab 
nämlich dieselbe Gas- 
bindung. Die Adsorp- , 
tion von Ar gleicht 


vollständig der bei Versuche mit N,O, CO, H, und Ar 

N, und H, beob- am nicht erhitzten Eisenpulver II 

achteten. “< Fig. 5 eo 


b) Versuche an im Hochvakuum auf 560° erhitztem Eisen 

mit Ar, N,, C,H,, C,H, und CH,Cl 
Um dem Einwand zu begegnen, daß infolge der im Eisen 
gelösten und zur Oberfläche diffundierenden Gase die Adsorp- 


tion an einer gas- 

wurde das Pulver im 97 

erhitzt, bis keine Gas- „_ 
abgabe mehr statt- 


fand. Die Versuche z+- 
NT OMe 

mit Ar und N,, die 
in Tab. 4 und in 00 20 Mm 0 0 60 ee 


Fig. 6 dargestellt sind, Versuche mit Argon und Stickstoff 
weisen auf eine reine am erhitzten Eisenpulver II 
Adsorption hin. Bei Fig. 6 
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einem Druck von 700 mm Hg wurden vom erhitzten Eisen- 
pulver 0,95 cm? Stickstoff statt 0,85 cm? vom nicht erhitzten 
 adsorbiert, entsprechend beim Argon 0,73 cm? statt 0,65 cm’, 
owe et Diese geringen Differenzen weisen darauf hin, daß die Ober- 

ER uf fläche auch bei dem nicht erhitzten Pulver gasfrei war und 
5 die beim Erhitzen ab- 
gegebenen Gase aus 
den Oberflichenschich- 
ten herausdiffundieren 
oder durch Zerfall che- 
mosorbierter Verbin- 
dungen entstehen (vgl. 
S. 934 und 956). 


Für die Gasfrei- 
heit der Oberfläche vor 
dem Erhitzen spricht 
auch ein Propanversuch, 
der in Tab. 4 und in 
Fig. 7 als Kurvel wie- 
dergegeben ist und eine 


Versuche mit Propan, Athylen und Methyl- 
= San, chlorid am erhitzten Eisenpulver II 


Fig. 7 
Tabelle 4 


Versuche mit Ar, N,, C,H,, C,H, und CH,Cl - 


Druck Adsorbierte Mengen in em? 
ın 

mm Hg Ar N, | om | SE | CH,Cl 
50 0,088 0,084 0,705 | 0,429 0,909 
100 0,162 0,162 1,192 0,781 1,520 
150 0,232 0,241 1,560 1,066 2,128 
200 0,289 0,310 1,845 1,327 2,555 
250 0,355 0,380 2,104 1,565 2,930 
300 =| 0,408 0,440 2,355 1,776 3,311 
350 | 0,457 0,500 2,587 1,952 3,601 
400 | 0,499 0,561 2,809 2,100 3,920 
450 | 0,542 0,622 3,004 | 2,239 4,180 
500 0,581 0,681 3,170 | 2362 | 4,449 
550 0,622 0,740 3,312 2,476 4,710 
600 || 0,660 0,811 3,460 2,569 4,943 
650 || 0,700 0,874 | 3,597 | 2,689 5,163 
7 0,734 0,948 3,738 2,790 5,378 
750 0,767 | 1,018 | 3,873 2,890 _ 


R Bei den Rückversuchen dieselben Werte 
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um 1'/, Proz. größere Adsorption zeigt als beim nicht erhitzten 
Pulver. Auf Grund der ungefähr gleichen Adsorption von Ar, 
N, und C,H, sowohl beim nicht erhitzten wie erhitztem Eisen- 
pulver wurden Versuche mit CH,, C,H,, N,O, CO und H, 
nicht angestellt, da sie sicherlich dasselbe Ergebnis gezeitigt 
hätten. 


Die Versuche mit C,H, und CH,Cl, durch die der Einfluß 
des ungesättigten Charakters des C,H, und des Dipolmoments 
des CH,Cl auf die Adsorption festgestellt werden sollte, sind 
in Tab. 4 und in Fig. 7 als Kurven II und III wiedergegeben. 
Bei den hochsiedenden Gasen ist eine gewisse Zeit für das 
Einstellen des Adsorptionsgleichgewichts erforderlich; mög- 


peratur beträchtlich, so daß man sie am Steigen des Queck- 
silbermeniskus im Manometer direkt beobachten konnte. Darauf 
wurde 2 Tage lang bei der gleichen Temperatur entgast. Der 
Wasserstoff ließ sich schwer entfernen. Die Pumpen bleiben 
während des Erkaltens des Pulvers in Betrieb. 


licherweise spielt das Hahnfett eine Rolle. re er 
e) Versuche an bei 560° mit H, reduziertem Eisen SR: ine ae, 
mit H,, Ar, N,, C,H,, C,H,, C,H,, CH,Cl, NH, und HCl = 
Da auf Grund der Gasanalysenversuche im Eisen CQ, ie: m: 
nachgewiesen wurde, dieses Gas mit Eisen reagiert, so wurde ins in 
das Pulver, um es zu entgasen, die Obertläche zu reinigen u en 
und die Öberflächenbeschaffenheit zu ändern, erst bei 560° En ca 
entgast und dann bei dieser Temperatur mit Wasserstoff redu- eis) ‘ 
ziert. Die Aufnahme des Wasserstoffs war bei dieser Tem- ER: 


Der zuerst ausgeführte Versuch mit H, ist in Tab. 5 und 
in Fig. 8 als Kurve I angegeben. Statt 0,65 cm? beim nicht 
erhitzten Eisen wurden bei einem Druck von 750 mm Hg als 
adsorbierte Wasserstoffmenge 0,855 em? beim reduzierten Eisen 
gefunden. Der Rückversuch ergab vollständige Reversibilität. 
Nach längerer Zeit wiederholte Messungen ergaben dieselben 
adsorbierten Mengen, so daß auch an dem reduzierten Pulver 
bei 18° eine Absorption und Chemosorption nicht eintritt. Eine 
reine Adsorption in gleichfalls stärkerem Betrage wurde beim 
Argon gefunden, wie es aus Tab. 5 und aus der Kurve II der 
Fig. 8 zu ersehen ist. 
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Tabelle 5 
Versuche an reduziertem Eisen mit H,, Ar, N,, C,H,, C,H,, C,H, 
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C,H, | GH, | GH, | CH;CI 


Fig. 8 


ergab 


einen 


Versuche mit Wasserstoff, Argon und Stick- 
stoff am reduzierten Eisenpulver II 


Die 


0,373 0,938 | 0,720 
0,705 1,396 | 1,223 
0,80 1,688 | 1,654 
1,230 1,909 1,975 
1,461 2,120 | 2,243 
1,653 2,309 2,485 
2,478 2,724 
1,983 2,622 2,968 
2,130 2,755 3,171 
2,259 2,881 3,372 
2,391 3,008 3,573 
2,504 3,123 3,748 
2,608 3,233 3,927 
2,708 3,333 4,091 
2,798 3,432 4,252 
rev. bis | 
450 mm | 


rev. rev. 


und CH,Cl 
Druck Adsorbierte Gasmengen in cm?’ 
in 
mmHg H, Ar N | 

50 0,061 | 0,085 | 0,092 | 0,971 
100 0,120 | 0,142 0,183 1,393 
150 0,180 | 0,200 | 0,264 1,716 
200 0,238 | 0,253 0,355 | 2,030 
250 0,296 | 0,308 | 0,441 | 2,296 
300 | 0,350 | 0,353 | 0511 | 2,519 
350 0,411 | 0,411 0,588 2,704 
400 0,471 0,471 0,668 2,871 
450 0,528 | 0,528 0,730 3,030 
500 0,583 | 0,580 | 0,798 | 3,181 
550 0,642 | 0,633 0,865 3,308 
600 0,704 | 0,690 0,930 3,432 
650 0,759 | 0,741 0,995 3,565 
700 0,809 | 0,791 1,060 3,698 
750 0,855 | 0,842 | 1,123 3,820 

R | rev. | rer. | irrev. | rev. 


Von zwei hierauf angestellten Versuchen mit Stickstoff, 
bei denen die beiden Adsorptionsisothermen vollständig zu- 


sammenfielen, ist der 
zweite in Tab. 5 und 
in Fig. 8 als Kurve III 
angeführt. Der adsor- 
bierte Betrag ist gegen- 
über den früheren N,- 
Versuchen gleichfalls 
gestiegen. Dagegen 
zeigte sich eine meb- 
bare Irreversibilität, die 
auch daraus hervorgeht, 
daß, als der Rückver- 
such bis 125 mm Hg 
geführt war und die 
letzten Messungen nach 


24 Std. wiederholt wurden, eine Stickstoffmenge im Betrage 
von 0,04 cm? gebunden wurde. 
des Rückversuchs 


weitere Fortführung 


stellen Abfall der Kurve. 
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Die Frage nach der Entstehung der Irreversibilität kann 
dadurch beantwortet werden, daß die Bildung von NH, 
oder einer losen Verbindung zwischen Stickstoff und dem 
im Eisen gelösten Wasserstoff, wobei Eisen als Katalysator 
wirkt und die Verbindung adsorbiert bleibt, angenommen 
wird. Trotz der zweitägigen Entgasung war es nicht möglich, 
den bei der Reduktion aufgenommenen Wasserstoff vollständig 
zu entfernen. Die Menge der gebildeten Verbindung ist ge- 
ring, so daß bei der großen Oberfläche nur ein geringer Bruch- 
teil mit ihr bedeckt ist. Diese geringe Reaktion ist mit der 
Vorstellung im Einklang, daß die Beschleunigung einer Reak- 
tion bei der Katalyse nur durch wenige Stellen der Ober- 
Hiiche, die sogenannten aktiven Zentren, hervorgerufen wird. 
Der Nachweis der Bildung einer Verbindung zwischen H, und N, 
an Eisenoberflächen bei Zimmertemperatur nach der Methode 
der Elektroneninterferenzen durch Rupp!) konnte bestätigt 
werden. Für das Stattfinden einer chemischen Reaktion 
zwischen N, und H, spricht die weitere Gasbindung selbst 
dann, als der Rückversuch bis 125 mm Hg geführt wurde. Die 
starke Krümmung der Rückkurve bei Fortführung des Versuchs 
zu geringen Drucken kann vielleicht durch die Abgabe und 
den Zerfall dieser Verbindung an der Oberfläche erklärt werden. 
Im Gegensatz zu den Ergebnissen von Rupp konnte bei 
Zimmertemperatur trotz der großen Oberfläche ein Hinein- 
diffundieren von H, nicht beobachtet werden, selbst nicht 
einmal nach dem Erkalten des Eisenpulvers auf Zimmer- 
temperatur, als es vorher reduziert und der aufgenommene 
Wasserstoff darauf durch ein zweitägiges Entgasen bei der 
Reduktionstemperatur weitgehend entfernt war. Allem Anschein 
nach liegt dies daran, daß das aufgedampfte Eisen eine andere 
Beschaffenheit — das Gitter kann, um nur einen Gesichts- 
punkt hier anzuführen, infolge Kühlung der die Eisenatome 
auffangenden Fläche stark gestört sein — besitzt als ge- 
schmolzenes Eisen. Bei der Wasserstoffaufnahme durch die 
aus Eisensalzen reduzierten Eisenpulver können ähnliche Ver- 
hältnisse vorliegen. 

Die Versuche mit C,H,, C,H,, C,H, und CH,Cl sollten 
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Versuche mit Äthylen und Propylen 
am reduzierten Eisenpulver II 
vor und nach Anbringung der Korrektion 
I Äthylen nicht korr.; II Äthylen korr.; 
III Propylen nicht korr.; IV Propylen korr. 
Fig. 10 
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1 l 
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den Einfluß der Doppel- 
bindung und des Dipol- 
moments auf die Ad- 
sorption feststellen. Die 
korrigierten Messungen 
sind in der Tab. 5 an- 
gegeben, während die 
nichtkorrigierten 
korrigierten Kurven in 
den Figg.9, 10 und 11 
gezeichnet sind. Die 
Kurven dieser Figuren 
zeigen, wie der eigen- 
artige Verlauf der un- 
korrigierten Kurven re- 
gelmäßig wird und daß 
die Irreversibilität nur 
vorgetäuscht war. Allem 
Anschein nach beruht 
die nach Anbringung 
der Korrektion noch 
verbleibende Irreversi- 
bilität beim C,H, (in 
Fig. 10 punktiert ge- 
zeichnet), die sich erst 
bei Drucken von 450mm 
Hg ab zeigt, auf einem 
Versuchsfehler. Im Ge- 
gensatz zu den Ver- 
suchen mit N, und Ar 
ist die Adsorption bei 
C,H, und C,H, 
Vergleich zu der am 
bei 560° im Hochva- 
kuum erhitzten Eisen, 
wenn auch sehr wenig, 
geringer geworden; stär- 
ker hat sie beim CH,Cl 
abgenommen. Die Ad- 
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ppel- sorption des ungesättigten Kohlenwasserstofis Propylen ist 
ipol- kleiner als die des Propans, entsprechend den Siedep. — 48° 
Ad- und — 45°C. (Über Einfluß des Dipolmoments und der 
. Die Doppelbindung S. 956.) 
ngen Im Hinblick auf die Bildung einer Verbindung aus N, | 
) an- und im Eisen gelösten H, wurde die Adsorption von NH, _ 
die untersucht, um zu entscheiden, ob der stark gekrümmte Teil 
und der Stickstoffrückkurve _, 
n ın in Fig.8 durch Abgabe # 
d 11 der gebildeten Verbin- 
Die dung von der Oberfläche 7 
uren zu erklären sei. Der x 
igen- Versuch ist in Tab. 6 
| un- und in Fig. 12 als % 
n re- Kurve I dargestellt. 
dab Der korrigierte Rück- ” 
nur versuch spricht für „9 
llem eine Chemosorption, die 
ruht jedoch schwach aus- 4+ 
zung geprägt ist, wie es 
noch auch die nach 12 Std. Wy Wee 
ersi- wiederholten mit a be- ; a 
(in zeichneten Beobachtun- 
erst nämlich bei einer star- , 
)mm ken Chemosorption eine Versuche mit Ammoniak und Chlorwasser- aa 
nem weitere Bindung des stoff am reduzierten Eisenpaiver 
| Ar Gasmenge kleiner geworden, wahrscheinlich infolge Zerfalls der 2 Ze 
bei bei höheren Drucken gebildeten Verbindung zwischen NH, u 
im und Eisen. 48 
am Bei HCl liegt ein typischer Fall der Chemosorption vor. ee. 
hva- Die Aufnahme des Gases nimmt dauernd mit der Zeit zu. | 4 
sen, Die Versuchsergebnisse sind in Tab. 6 und in Fig. 12 als 5 
nig, Kurve II dargestellt. Auch beim Rückversuch fand eine weitere 
tär- Gasbindung statt, wie es die nach 10 Std. wiederholten, mit b 
1,C1 bezeichneten Messungen zeigen. Etwa 44 cm? HCl werden irre- _ 
Ad- versibel gebunden. Beim HCl besteht die Möglichkeit, die 


| | 
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Tabelle 6 
a Versuche am reduzierten Eisen mit NH, und HCl (Auszug) 


NH, HCl 

| Ad Ads. Ads. Ads. 
Druck Menge Druck Menge Druck Menge Druck Menge 
135,70 | 5,550 485.71 8,729 | 23,94 10,910 283,01| 32,069 
144,02 | 5,675 | 350,21 8,000 | 189,91 19,468 | 272,64| 32,101 
324,40 | 7,055 337,44 | 7,901 193,84 | 19,893 | 6223,13 | 43,890 
347,99 | 7,236 | 314,36 7,693 | 196,49 | 20,179 'b214,51| 43.912 
480,62 | 8,256 206,19) 7,105 | 350,88 | 23,443 b207,18 | 43.818 


497,07 8,339 121,61 | 6,344 358,09 | 23,772 127,82| 43,812 
533,1 8,674 | 119,41) 6,317 | 494,25 25,679 | 125,52) 43,791 
567,25 8,974 117,26 6,300 529,44 | 26,107 123,43 43, 740 

622,26 | 9,454 |a122,19 | 6,254 560,90 | 26,769 72,90 43.747 
642,80 | 9,575 \a120,15 | 6,203 609,76 | 28,717 71,60 | 43,742 

664,63 | 9,742 a118,10 6,155 | 654,12 | 29,057  42,86| 43,713 
712,83 | 10,220 | 72,92 | 5,643 | 694,85 | 29,577 42,17! 43,685 
739,63 | 10,500 71,48| 5,547 Rückversuch 24,92, 43.664 


Rückversuch 44,89 5,141 | 504,28 | 31,292 14,70 | 43,542 
559,73 | 9,243 44,70) 5,135 | 450,59 | 31,334 14,41 | 43,541 
502,27 | 8,843 294,53 | 32,045 


Art der Chemosorption zu untersuchen, indem festgestellt wird, 
ob HCl als Ganzes aufgenommen oder ob bei der Reaktion 
Wasserstoff frei wird. Davon mußte abgesehen werden, weil 
die Versuchsapparatur zu diesem Zwecke hätte umgebaut werden 
müssen. 
2. Versuche am Eisenpulver I 
Aus den Versuchen am Eisenpulver I wird sich die Not- 
wendigkeit erweisen, daß auf die Hersteilung eines Pulvers mit 
einwandfreier Oberflächenbeschaffenheit die größte Sorgfalt zu 
legen ist. Weiter wird die Chemosorption und die Adsorption 
an einer mit chemosorbierten Verbindungen bedeckten Ober- 
fläche untersucht. 
pe 
a) Versuche an mit Luft in Berührung gekommenem Eisen a 
mit CH,, C,H, und C,H, 
Bei dem nach den Stickstoffversuchen ausgeführten CH,- 
Versuch kamen infolge einer Undichtigkeit des Methangaso- 
meters geringe Luftmengen zu dem Pulver. Aus dem Verlauf des 
Riickversuches wurde auf eine Chemosorption des Luftsauer- 
stoffs durch das Eisenpulver geschlossen. Die mit Sauerstoff- 
verbindungen bedeckte Oberfläche mußte mehrere Tage lang 
entgast werden, bis sich das Vakuum, wahrscheinlich infolge 
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Tabelle 7 


Druck Adsorbierte Gasmengen in cm? 
I | mu | vi | va Ix 
Hg | CH, |C,H,|C,H,|N,O| CO | H, | N, | C,H, | C,H, | 


50 0,121 0,192 0,351 | 0,130 | 0,116 | 0,104 | 0,126 | 0,308 | 1,550 | 0,155 
100 0.232 0,401 0,645 | 0,268 | 0,231 | 0,206 | 0,251 | 0,560 | 2,248 | 0,309 — 
150 0.328 0,606 0.970 | 0,395 0,345 | 0,306 | 0,359 | 0,820 | 2;810 | 0,448 

200 0,425 | 0,806 1,283 | 0,530 | 0,457 | 0,399 | 0,460 | 1,078 | 3,363 | 0,572 

250 0,520 0.975 1,545 0,669 | 0,559 | 0,493 | 0,565 | 1,343 | 3,902 | 0,703 
300 0,617 1,140 1.813 0,801 | 0,656 | 0,583 | 0,671 | 1,587 4413/0818 

350 0,709 1,312 2,079 0,928 | 0,767 | 0,673 | 0,769 | 1,807 | 4,812 | 0,928 

400 0,794 1,480 2.320 | 1,056 | 0,863 | 0.758 | 0.863 | 2,040 5,175 | 1,052 
450 0,877 1,645 2,585 1,187 0,957 | 0,841 | 0,953 | 2,300 | 5,! 518 | 1.156 
500 0.956 1,799 2.842 | 1.318 | 1,053 | 0,912 | 1,036 | 2,529 | 5,821 | 1,263 
550 1.034 1.961 3.065 | 1,449 | 1,144 | 0,991 | 1,123 | 2,757 | 6,128 | 1,371 
600 1,121 | 2,118 , 3,309 | 1,585 | 1,237 | 1,074 | 1,211 2,968 | 6,395 | 1,471 
650 1,202 2,274 3,553 1,703 1,329 | 1,156 1,300 | 3,160 6,650 1,584 
700 1,287 2,427 3,780 1,805 1,418 1,240 | 1,392 | 3,349 | 6,896 1,690 
750 1,366 2,557 3,977 | 1,906 1,497 | 1,340 | 1,477 | 3,541 | 7,096 1,790 


R rev. | rev. |irrev.? rev. rev. rev. | rev. | rev. |irrev.irrev. 


der zerfallenden Sauerstoffverbindungen, nicht allzu rasch ver- 
schlechterte. An dieser durch geringe Sauerstoffmengen ver- — 
änderten Oberfläche 
wurden die in Tab. 7 ur 
unter I, II und IH 7 
und in Fig. 13 als 
Kurven I, II und III 
dargestellten Versuche 
ausgeführt, die bis auf 
eine schwache Chemo- 
sorption von C,H, re- 
produziert werden konn- 
ten und auf eine reine 
Adsorption hinwiesen. 
Durch Wiederholung 
von Messungen nach 
verschieden langer Zeit 
wurde festgestellt, daB 
sich der Adsorptions- 
gleichgewichtsdruck 
schnell einstellte. Nach 


Versuche mit Methan, Athan und Propan 
an Eisenpulver I 
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Anwendung der Korrektionen kehren die Kurven dieser drei 
N Kohlenwasserstoffe den experimentell festgestellten gegen die 
E Abszissenachse konvexen Verlauf in einen konkaven um. Ob 
Bu die beim Propan gefundene schwache Irreversibilität reell ist, 
Ta muß auf Grund der Versuche dieser Arbeit in Zweifel gezogen 
Fe werden. Die Versuche bei Drucken unter 1 mm, bei denen 
E h eine Adsorption trotz der gesteigerten Meßgenauigkeit mit 
BL Hilfe des Mc Leods nicht zu messen war, sind nicht aufgeführt 
worden. 
an b) Versuche mit CO, und C,N, 
Ta Ebenso wie beim O,, NO und SO, wurde eine chemische 
En Reaktion beim CO, und C,N, festgestellt. Bei diesen beiden 
ur Gasen stimmten die 
gehend überein. Bei 
Ps Drucken unter 1 mm Hg 
a zeigte sich schon eine 
starke CO,-Aufnahme; 
= trug man die gebundene 
en Gasmenge in Abhängig- 
=. keit von der Zeit auf, 
at so konnte man aus 
ur dem zur Abszissenachse 
asymptotischen Verlauf 
dieser Kurven schlie- 
0 ees Ben, daß nach genügend 
ir langer Zeit das Gas 
: Versuche mit Kohlendioxyd, Cyan vollständig aufgenom- 
. = und Sauerstoff am Pulver I men worden wäre. Ein 
Fig. 14 Auszug aus dem Ver- 
rt such bei Drucken über 
1mm Hg ist in Fig. 14 als Kurve I und in Tab. 8 unter 
; I. Versuch eingetragen. Bemerkenswert ist der starke Anstieg 
- der Gasbindung zu Beginn des Versuchs, der durch das 
FR Hinzukommen einer chemischen Reaktion zustande kommt. 
Er. Als der Rückversuch bis 350 mm Hg geführt war, wurden die 
Er: mit a bezeichneten Messungen nach 6, die mit b bezeichneten 
en nach weiteren 10 Stunden wiederholt. Es wurde gefunden, 
= daß das Eisenpulver dauernd CO, aufgenommen hatte. Der 


4 
I 
= 


Tabelle 8 


ee Versuche mit CO,, C,N,, O, und O, + H,O (Auszug) 


co, 

Geb. 
Druck Geen. 

I. Versuch 
42,98 | 1,922 
43,97 | 1,946 
234,08 | 2,894 
258,38 3,058 
490,09 | 3,993 
579,34 | 4,342 
650,94 | 4,767 
701,02 | 5,033 
719,46 | 5,070 

Riickversuch 
577,85 | 4,640 
518,22 4,477 
475,41 | 4,359 
364,39 | 4,043 
326,36 | 3,906 
a 363,76 | 4,147 
a 325,74 | 4,023 
b 362,00 | 4,438 
b 324,32 | 4,287 
206,37 | 3,992 
115,90 | 3,653 
65,23 | 3,425 
37,06 | 3,274 
21,24 | 3,106 
12,29 | 2,995 
7,81 2,868 
4,73 | 2,824 
3,23 | 2,745 
2,22 | 2,693 


0,302) 2,319 
II. Versuch 


219,34 | 1,495 
415,62 | 2,236 
562,55 | 2,765 
645,9 | 3,126 
710,25 3,399 
736,42 | 3,574 
Rückversuch 

630,99 | 3,164 
482,87 | 2,694 


334,50 | 2,187 


| 


C,N, 0, 

Geb. | Geb. | Geb. 
eens | Gasm. | Druck | Gasm. | Druck | Gasm. 
I. Versuch I. Versuch III. Versuch 
14,04| 6,057 | 52,60! 5,186 0,0 | 38,319 
65,12) 7,113 | 53,20) 5,191 0,0 | 68,990 
66,07 7,170| 54,40) 5,226 | 193,31 76,399 
67,11 7,237 | 159,95 | 6,416 | 349,67 79,478 
269,86 | 9,557 | 388,34 7,059 | 499,96 80,006 
297,03 | 9,883 | 554,00 7,632 | 602,23 81,005 
441,44 | 11,288 | 574,74 | 7,709 | 610,40 86,593 
471,89 11,614 | 612,86 7,804 | 736,12 86,941 
489,18 | 11,743 | 635,65 7,895 ‘ 

632,94 13,182 | 677,86 | 8,074 | Riickversuch 
654,02 13,442 | 727,17. 8,131 | 610,05 | 86,663 
701,38 | 13,872 | 754,33| 8,231 | 498,75 | 86,940 
727,89 | 14,099 | f625,59| 9,952 | 431,37 | 86,778 
745,84 | 14,331 | f667,23 10,108 | 269,61 | 86,712 
Rückversuch |/,713,33 | 10,241 
2 f 742,34 | 10,291 13,31 | 86,201 
(00,88 | 13,958 | f 756,50 | 10,335 2,47 | 86,442 
507,06 | 12,837 i 0,31 86,608 
316,56 11,728 | Rückversuch 
305,59 | 11,608 | 715,23] 10,241 IV. Versuch 
d 302,60 | 12,142 | 625,11 | 10,041 
72.68 10,572 | 570,25! 10,054 
3,75| 3,388 | 513,54) 9,918 | 0.820 
0,91| 3,305 | 386,49| 9,750 | 15'941 1.031 
0,32| 3,349 | 346,07 | 9,635 19084 1119 
0,12) 3,325 | 214,90| 9,505 | 1’gos 
e 0,41) 3,076 | 202,98| 9,484 | 1805 
ILV |g 202,02, 9,644 
. Versuch 550,06 | 2,138 
212.30! 1,596 II. Versuch i 549,26 | 2,297 
220,03 1,660 | 205,77| 0,501 | ¢ 672,18) 2,589 
232,84 1.755 | 215,35) 0,521 |4538,56) 4,414 
378,23 0,854 |k658,63 | 4,474 
392,09 | 0,856 h 
h 372,30) 1,952 | 129,88] 0,310 
385,71 | 1,995 
4% 
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weitere Verlauf der Riickkurve ist dem einer Adsorptions- 
isothermen sehr ähnlich. Wir können aus Tab. 8 und Kurve | 
der Fig. 14 entnehmen, daß etwa 2,2 ccm CO, vom Eisen 
chemisch gebunden wurden. Bei dem nach Entgasen des 
Eisenpulvers bei Zimmertemperatur angestellten in Tab. 8 ver- 
öffentlichten II. Versuch, der in Fig. 14 als Kurve II ge- 
zeichnet ist, ist die Gasbindung gegenüber dem I. Versuch 
geringer. Aus dem Verlauf der Rückkurve des II. Versuchs 
und aus der Beobachtung einer weiteren Gasbindung, als bei 
einem Druck von 500 mm Hg bei dem Riickversuche die 
letzte Messung nach einiger Zeit wiederholt wurde, können 
wir gleichfalls auf eine Chemosorption schließen, die jedoch 
im Vergleich zum 1. Versuch viel schwächer ausgeprägt ist. 
Die reine Adsorption, die natürlich stets vorhanden ist, kommt 
in dem II. Versuch gegenüber der Chemosorption mehr zur 
Geltung. Als nach diesen Versuchen das Eisenpulver bei 
Zimmertemperatur auf einen Druck von 0,02 mm entgast und 
die Diffusionspumpe abgestellt war, konnte nach 14 Stunden 
eine Druckzunahme auf 0,21 mm Hg, der eine abgegebene 
Gasmenge von 0,146 cm? entspricht, gemessen worden. Wegen 
dieser langsamen und dauernden Gasabgabe war es schwer, 
ein Hochvakuum im Adsorptionsgefäße herzustellen. 


An diesem mit O, und CO, reagierten Eisen wurden 
Versuche mit C,N, ausgeführt, die in Tab. 8 und in Fig. 14 
als Kurven III und IV dargestellt sind. Die Gasbindung ist 
trotz der vorangegangenen Reaktion stärker als beim CO, 
und hält dauernd an, wie es aus der mit d bezeichneten 
Messung, die nach 1'/, Std. wiederholt wurde, hervorgeht. 
Wurde der Rückversuch bis zu Drucken unter 1 mm Hg ge- 
führt, so blieben 3,3 cm? irreversibel gebunden. Als die letzte 
Messung des Rückversuches nach 10 Std. wiederholt wurde, 
konnte, wie aus der in Tab. 8 mit e bezeichneten Messung er- 
sichtlich ist, eine Gasabgabe von 0,249 cm? festgestellt werden. 
Die ersten Messungen des II. Cyanversuches (vgl. Tab. 8) zeigen 
analog dem II. CO,-Versuch eine geringere Gasbindung als die 
des 1. Versuchs, so daß sich seine weitere Durchführung 
bis z zum At mosphärendruck erübrigte (vgl. die Diskussion auf 
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c) Versuche mit N,O, CO und H, 
An der mit O,, CO, und C,N, verunreinigten Eisen- 
oberfläche wurden die Adsorptionsisothermen von N,O, CO 


und H, aufgenommen, die in Tab. 7 unter IV, V und VI 
und in ‚Fig. 15 darge- u 
stellt sind. Aus der 

7h 


tit müssen wir an 
diesem so beschaffenen s+ 
Kisenpulver ebenso wie 


an reinem Eisen bei “7 

allen drei Gasen auf 2 
eine reine Adsorption | 
schließen. 
d) Versuche mit O, = 


Trotzdem dieOber- 7 
fläche mit Reaktions- + 
produkten bedeckt war, + 
wurde O,, wie es aus % 
dem I. O,-Versuch der 
Tab. 8 und aus den „ 
Kurven V und VI der 
Fig. 14 ersichtlich ist, Versuche mit Stickoxydul, Kohlenmonoxyd 
erheblich chemosorbiert. und Wasserstoff am Eisenpulver I 
Aus den mit f be- Fig. 15 
zeichneten Messungen, 
durch die nach Ablauf von 9 Std. die vorhergehenden Messungen 
wiederholt wurden, geht hervor, daß die gebundene Gasmenge 
um 2 cm? zugenommen hat. Auch beim Rückversuch ging 
die Chemosorption weiter vonstatten. Das Eisenpulver ließ 
sich nach dem Versuch ebenso wie beim CO, und (,N, 
infolge des Zerfalls der chemosorbierten Verbindungen schwer 
entgasen. Ein II. O,-Versuch, der in Fig. 14 als Kurve VI 
gezeichnet ist, ergab ebenso wie beim CO, und C,N, eine 
geringere Gasbindung als der I. O,-Versuch. Auch bei diesem 
Versuch wurde eine weitere O,-Aufnahme beobachtet, wie die Mes- 
sungen h in Tab. 8, die nach 10 Std. wiederholt wurden, zeigen. 

Aus dem Verlauf der Rückkurven der Fig. 14 kann man 
schließen, in welchem Maße CO,, C,N, und O, neben der 
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Chemosorption rein adsorbiert werden, wobei jedoch die Ab- 
schätzung durch den Zerfall der chemosorbierten Verbindungen 
erschwert wird. Eine Lösung dieser Gase im Eisen bei 18° 
ist nicht anzunehmen, da selbst ein Hineindiffundieren des 
Wasserstofis bei Zimmertemperatur nicht beobachtet wurde. 


e) Versuche an der mit Reaktionsprodukten bedeckten Eisenoberfläche 
mit N, und C,H, 


Durch Versuche mit den Gasen N, und C,H,, die von 
einer einwandfreien Eisenoberfläche rein adsorbiert werden, 
wurde die Frage beantwortet, daß diese beiden Gase auch 
von dieser mit Reaktionsprodukten bedeckten Oberfläche rein 
adsorbiert werden, wie es der N,-Versuch in Tab. 7 unter VII 
und der C,H,-Versuch in Tab. 7 unter VIII und in Fig. 13 
als Kurve IV zeigen. Die adsorbierten Mengen dieser beiden 
Gase sind im Vergleich zu denen, die an einer reinen bzw. 
wenig mit O, verunreinigten Oberfläche in früheren Versuchen 
gefunden wurden, etwa um 10 Proz. geringer geworden. 


 f) Versuche an dem im Hochvakuum auf 520° erhitzten Eisenpulver I 
ve mit C,H,, Ns, O, und O, + H,O 

Beim Erhitzen des mit O,, CO, und C,N, bedeckten 
Eisens im Hochvakuum wurden etwa 60 cm? Gas abgegeben. 
Der C,H,-Versuch, der in Tab. 7 unter IX und in Fig. 13 
als Kurve V wiedergegeben ist, gegenüber dem Versuch 
Bw“ Kurve IV derselben Figur einen etwa doppelt so großen 
adsorbierten Betrag. Die Messungen in dem Druckbereich 
600-760 mm Hg wurden nach 1 Std. wiederholt und zeigten 
eine Zunahme in der Gasbindung um 0,150 cm? = 2 Proz. 
= Die Irreversibilität in der Gasbindung beim Rückversuch kann 
auf eine Verunreinigung des Propans — die Versuche am 
 Eisenpulver I und II wurden mit Propan aus demselben 
Gasometer gemacht; eine Irreversibilität hätte sich dann auch 
bei den später angestellten Versuchen am Pulver II feststellen 
lassen müssen — nicht zurückgeführt werden. Die doppelt 
on große C,H,-Bindung an dem im Hochvakuum erhitzten 
_ Kisenpulver I kann dadurch erklärt werden, daß durch den 
= der bei der Chemosorption entstandenen Verbindungen 
beim Erhitzen die Oberfläche durch Auflockerung vergrößert 
oo so eine stärkere Adsorption bedingt wurde. Weiter 
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bilden sich ähnlich wie beim zersetzten KMnO,') beim Er- 
hitzen der mit Reaktionsprodukten bedeckten Eisenoberfläche 
aktive Zentren, wie sie bei der Katalyse angenommen werden 
und die ebenso wie beim zersetzten KMnO, zu einer Chemo- 
sorption von C,H, führen. Dagegen wurden an nicht erhitztem, 
weiter an im Hochvakuum bei 560° erhitztem und schließlich 
an mit Wasserstoff reduziertem Eisenpulver II — Eisenpulver I 
und II wurden aus derselben Eisenstange hergestellt — fast 
gleich große Propanmengen (3,818, 3,873 und 3,820 bei einem 
Druck von 750 mm Hg; Propankurven der Figg. 4, 7 und 9) 
adsorbiert. Wir können daraus schließen, daß die Herstellung 
des Eisenpulvers unter Stickstoff notwendig ist und eine reine 
Eisenoberfläche liefert; das sonst übliche Erhitzen des Ad- 
sorbens im Hochvakuum ergibt beim Eisen, wenn das Pulver 
an der Luft hergestellt und den Einflüssen von O,, CO, und 
H,O ausgesetzt worden wäre, keine einwandfreie Oberfläche. 

Der Versuch mit N, an dem im Hochvakuum erhitzten 
Eisenpulver I ist in Tab. 7 in der Kolonne X dargestellt, 
weist auf eine irreversible Gasbindung hin und zeigt eine um 
£1 Proz. stärkere Gasbindung als der in der VII. Kolonne 
angegebene Stickstofiversuch der Tab. 7, im Einklang mit den 
oben entwickelten Vorstellungen einer Vergrößerung der Ober- 
fläche. Aus der Irreversibilitit — ob sie ebenfalls durch 
aktive Zentren oder durch andere Umstände, etwa durch auf- 
genommenen H, bedingt wird, muß dahingestellt werden — 
folgt gleichfalls die Notwendigkeit der Erzeugung einer ein- 
wandfreien Oberfläche. 

Die ersten beiden Messungen des an im Hochvakuum 
erhitzten Eisenpulver I angestellten O,-Versuches, der in Tab. 8 
als III. O,-Versuch angegeben ist, zeigten, daß die zuerst ein- 
geleiteten Gasmengen im Betrage von 69 cm? vollständig auf- 
genommen werden. Anschließend erfolgte eine schwächere, 
aber immerhin merkliche weitere O,-Bindung. Beim Rück- 
versuch ist die Irreversibilität so ausgeprägt, daß selbst, als 
der Rückversuch auf einen Druck von 10”? mm Hg gebracht 
wurde, eine weitere O,-Bindung stattfand. Wurde dann Sauer- 
stoff von einem Druck von 0,333 mm Hg ins Adsorptionsgefäß 
eingeleitet, so wiesen die Messungen trotz der vorausgegangenen 


1) F. Durau, Ztschr. f. physik. Chem. A 156. S. 210. 1931. =P e 
. 5. Folge. 12. 
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Sauerstoffaufnahme von 87,7 cm? auf eine allmähliche und voll- 
ständige Bindung des QO, hin. 

Um die Frage zu untersuchen, ob die Aufnahme- 
geschwindigkeit von O, wieder ansteigt, wenn man das Eisen- 
pulver bei Zimmertemperatur entgast, das Pulver mit Wasser- 
dampf belädt und O, zuleitet, wurde Wasserdampf bis zu 
Drucke von 5,98 mm Hg eingelassen. Wie der IV. O,-Versuch 
der Tab. 8 zeigt, war eine wesentliche Steigerung in der O,- 
Bindung nicht zu beobachten. Die gebundene O,-Menge nimmt 
nach den mit 7 und k bezeichneten nach 11/, bzw. 12 Std. 
wiederholten Messungen mit der Zeit dauernd zu. Ebenso wurde 
bei einem zweiten O,-Versuch bei Anwesenheit von Wasser- 
2 dampf eine zwar kleinere, jedoch stetig andauernde Aufnahme 
von O, als bei dem eben erwähnten Versuch beobachtet. 


Diskussion der Versuchsresultate 
A Die Oberfläche stimmt in der Größenordnnng mit den 
Oberflächen überein, die das Glas-)), Silber-'), Kochsalz-?) und 
| KMnO,®)-Pulver besaßen, da das Volumen des Adsorptions- 
0 gefäßes dasselbe war und die Zahl der Pulverkörner gleicher 
x Größe infolge der Art der Herstellung der Pulver praktisch 
| vergleichbar sein wird. Wir können deshalb bei den tief- 
_ siedenden Gasen, wie Ar, H,, N,, CO usw. den Schluß ziehen, 
daß die Oberfläche des Eisenpulvers nur zu einem geringen 
Teil bedeckt wird. Bei Drucken unter 1 mm Hg war eine 
Adsorption selbst mit Hilfe eines Mc Leods nicht meBbar. Die 
2 Feststellung in den eben erwähnten Arbeiten, daß bei den tief- 
_ siedenden Gasen Ar, H, usw. der adsorbierte Betrag bei dem- 
selben Adsorbens — eine reine Adsorption des Gases voraus- 

gesetzt — trotz Änderungen der Oberflächenbeschaffenheit 

durch chemische Reaktionen, durch Erhitzen im Hochvakuum 
= durch Reduktion mit Wasserstoff nur gering bleibt und 
sogar bei verschiedenen Adsorbentien, wie Ag, Glas, NaCl, 

KMnO,, falls es sich ebenfalls um eine reine Adsorption 

handelt, nur vom geringen Betrage ist, wird in dieser Arbeit 
bestätigt. Auch bei der Adsorption der in dieser Arbeit 
untersuchten hochsiedenden Gase bildet sich höchstens eine 
D F. Duran, Ztschr. f. Physik 37. $. 419. 1926. 


ay 2) F. Durau, Ann. d. Physik 87. 8. 307. 1928. 
3) F. Durau, Ztschr. f. physik. Chemie A. 156. S. 195. 1931. 
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monomolekulare Schicht aus. Abschätzungen der Oberfäcke 
durch Auszählung einer gewogenen Menge von Pulverteilchen 
bestätigten diese Schlüsse. Wenn man aus dem Verlauf der 
Rückkurven der Gase, bei denen eine Chemosorption') beob- 
achtet wird, die Adsorption abschätzt, so ist gleichfalls eine ane 
monomolekulare Schicht wahrscheinlich; dabei muß man den 
Zerfall der bei der Chemosorption entstandenen Verbindungen 
— beim Eisen als Adsorbens ist er vor allem beim C,N, aus- 
geprägt — in Rechnung setzen. \ 
Auf Grund des schnellen Einstellens des Gleichgewichts- 
drucks und der Reversibilität bei den Rückkurven findet bei 
Ar, H,, N,, CO, N,O, CH,, C,H,, C,H,, C,H,, C,H, und CH,Cl 
eine reine Adsorption statt. Im Gegensatz dazu kommt auf 
Grund der langsamen und dauernden Gasbindung bei 0,, CO, _ 
C,N,, NO, SO, und HCl eine Chemosorption hinzu. Dafür 
spricht die Tatsache, daß bei diesen Gasen, selbst als die © 
Rückversuche auf kleinere Drucke als 10"? mm Hg zurück- | 
geführt wurden — auch noch bei Berücksichtigung der Gas- 
abgabe nach den Versuchen mit diesen Gasen — größere Gas- 
mengen irreversibel gebunden blieben. Beim NH, liegt sehr wahr- _ 
scheinlich neben der reinen Adsorption eine schwache Chemo- 
sorption vor. Bei der Besprechung der Versuchsergebnisse _ 
wurde schon betont, daß bei keinem Gase, selbst beim Wasser- __ 
stoff nicht, eine Absorption bei Zimmertemperatur stattfindet. i 
Einer allgemeinen Ansicht nach wird die Adsorption 
durch van der Waalssche Kräfte bedingt, deren EinfluB 
durch Gitterstörungen?) vergrößert wird. Eine Erklärung der _ 
van der Waalsschen Kräfte haben Keesom*) und Debye® 
gegeben, indem sie sie auf feste und induzierte Dipole zurück- 
führten. Wir können vor allem aufGrund der Versuche mit den — 
Kohlenwasserstoffen C,H,, C,H, und CH,Cl der Tab.5 schließen, 
daß dem festen Dipol eines Moleküls keine ausschlaggebend —=— 
Rolle bei der Adsorption zukommt. CH,Cl ist ein starker Dipl, __ 
während C,H, und C,H, kein Dipolmoment besitzen. Der 
Unterschied in den adsorbierten Beträgen kann durch die 
4) Uber die Definitionen von Adsorption, Absorption und Chemo- Äh 
sorption vgl. F.Durau, Ztschr. f. physik. Chemie A. 156. 8.195. 191. 
2) F. Durau, Ann.d. Physik 87. S. 307. 1928. [247 ae, 4 
3) W. H. Keesom, Physik. Ztschr. 22. S. 129. 1921. 


4) P. Debye, Physik. Ztschr. 21. S. 178. 1920; 22. S. 302. 1921. 
62* 
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verschieden hohen Siedepunkte erklärt werden. Das Verhältnis 
der adsorbierten Mengen bei einem Druck von 750 mm Hg 
von CH,Cl und C,H, ist 1,113, das der Siedepunkte 1,093, 
von CH,Cl und C,H, 1,24 bzw. 1,11, von C,H, und C,H, 1,11 
bzw. 1,01. Das letzte Zahlenverhältnis zeigt, daß auch eine 
Doppelbindung im Molekül keinen Einfluß auf die Adsorption 
hat, höchstens einen negativen (vgl. die Zahlen von CH,Cl 
und C,H,), da C,H, im Verhältnis zum Siedepunkte stärker 
adsorbiert wird als C,H,; vielleicht spielt die Lage des C,H,- 
_ Moleküls auf dem Adsorbens eine Rolle. Den geringen Ein- 
 fuß des Dipolmoments erkennt man weiter, falls man die 
i Adsorptionsisotherme von CO, dessen Dipolmoment jedoch 
klein ist, mit denjenigen von Ar, H, und N, vergleicht. Auf 
Grund der Versuche dieser Arbeit ist die Schlußfolgerung aus 
den Dipoltheorien widerlegt, daß sich bei den Dipolgasen 
mehrere Adsorptionsschichten ausbilden können.!) 

Für das Vorhandensein von Gitterstörungen spricht die 
Beobachtung, daß die Oberfläche für die Adsorption eine 
_ Alterungserscheinung zeigt. Die Gitterstörungen gehen, vor 
allem bei einer Temperaturerhöhung, in einen energieärmeren 
Zustand über, bzw. verschwinden. Die Adsorption muß dann, 
wie es auch durch das Experiment bestätigt wird, geringer 
werden. Man kann sich vielleicht die Vorstellung machen, 
daß die lose gebundenen weit herausragenden Eck- bzw. Kanten- 
atome sich in das Kristallgitter fester einordnen, eine Um- 
kristallisation stattfindet. 


1) Da augenblicklich weitere Untersuchungen an Metallen und 
Salzen ausgefiihrt werden, begniigen wir uns mit der Angabe dieser 
wenigen Zahlen, um den Einfluß des Dipolmomentes und der Doppel- 
bindung zu kennzeichnen. Die endgiiltige Diskussion soll in einer der 
folgenden Arbeiten erfolgen. Fiir die geringere Adsorption eines Ad- 
sorptivs mit Doppelbindung spricht ein Vergleich der adsorbierten Mengen 
von C,H, und C,H, in der Tab. 5. Das Verhältnis der bei 750 mm Hg ad- 
sorbierten Mengen dieser beiden Gase ist 1,368, das der Siedepunkte 1,341. 
Bildet man das Verhältnis der bei 700 mm Hg adsorbierten Mengen von 
CH,Cl und C,H, der Tab. 4, so erhält man die Zahl 1,439, während das 
Verhältnis der Siedepunkte 1,113 ist. Wodurch die Vergrößerung der 
Adsorption beim CH,Cl bedingt ist, müssen weitere Versuche zeigen. Die 
Ansicht, daß bei Dipolgasen sich mehrere Schichten ausbilden, ist auf 
jeden Fall widerlegt. Auch bei dem CH,Cl-Versuch der Tab. 4 reicht 
die bei 700 mm Hg adsorbierte Gasmenge höchstens zu einer mono- 
molekularen Schicht aus. 


m 
Aas 
< 
Ca 
| 
= 


F. Durau u. C.-H. Teckentrup. Adsorption von Gasen usw. 97 


Die Versuchsergebnisse bestätigen eine Hypothese), nach 
der sich bei der Chemosorption mehr oder minder lose 
Verbindungen bilden, die ihr Analogon in den Zwischen- 
verbindungen der Katalyse haben. Für ihre Existenz spricht 
der Zerfall bei geringen Drucken (vgl. den steilen Abfall der 
Rückkurven), die Schwierigkeit, das Adsorbens nach einem 
Versuche mit einem Gase, bei dem eine Chemosorption beob- 
achtet wurde, wegen dieses Zerfalls aufs Hochvakuum zu 
bringen und der irreversibel gebundene Betrag, der sogar auf 
das Entstehen stabiler Verbindungen hinweist. Der Verlauf 
der Rückkurven beim O, und HCl ist mit der Auffassung, 
daß sich wirkliche chemische Verbindungen bilden, im Ein- 
klang. Mit Hilfe der Hypothese kann die dauernde Gas- 
abgabe durch Glas-, Metall- usw. Wände durch einen ähnlichen 
Zerfall von mehr oder minder stabilen Verbindungen, die z. B. 
beim Glase durch Reaktion des Glases mit der Atmosphäre 
beim Schmelzen entstanden sind, bei sehr geringen Drucken 
bedingt sein; bei rein adsorbierten Gasen stellt sich das 
Adsorptionsgleichgewicht augenblicklich ein. Derartige lose 
Verbindungen müssen wir auch im Innern von Stoffen an- 
nehmen, um erklären zu können, daß NaCl, Fe — dies ist 
inzwischen für weitere Stoffe bewiesen worden — sich schwer 
und nicht vollständig entgasen lassen. Auch die Art der 
abgegebenen Gase (vgl. Tab. 1) spricht für diese Auffassung. 

Es entsteht die Frage, weshalb das eine Gas rein adsorbiert 
wird, während bei einem anderen Gase eine Chemosorption 
hinzutritt, und weshalb NaCl z. B. Gase rein adsorbiert, die 
von Eisen und KMnO, auch noch chemosorbiert werden. Das 
experimentelle Material muß umfangreicher werden, um dieses 
Problem in Angriff zu nehmen. Deshalb wird die Anwendung 
der Lewisschen Valenztheorie?) der Zweier- und Achterschale, 
die durch die Arbeiten von London?) auf Grund der Wellen- 
mechanik vertieft worden ist, auf die Adsorption und Chemo- 
sorption auf eine spätere Untersuchung verschoben, bis die 


1) F. Durau, Ztschr. f. physik. Chem, A. 156. S. 210. 1931. 

2) G. N. Lewis, Die Valenz und der Bau der Atome und Moleküle, 
übersetzt von Wagner und Wolf, Vieweg, Braunschweig 1927. 

3) F. London, Ztschr. f. Phys. 46. S. 455. 1928; 50. S. 24. 1928; 
Sommerfeld-Festschrift 1928, S. 104. een 
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im Gang befindlichen Untersuchungen an anderen Salzen und 
Metallen beendet sein werden. Bemerken möchten wir nur, 
daß auf Grund der obigen Theorien die reine Adsorption von 
CO und N,O, die Chemosorption von NO und O0, — die 
beiden letzteren Gase sind unpaarige Moleküle mit freien 
Valenzelektronen') — .beim Eisen als Adsorbens, das ebenfalls 
auf Grund seiner Stellung im periodischen System Valenz- 
elektronen besitzen wird, zu erwarten sind. 


Zusammenfassung 
1. Das Hauptziel der Arbeit bestand darin, die Gasbindung 


an Eisen bei einer Versuchstemperatur von 18° nach der volu- 
menometrischen Methode zu untersuchen. Die gemessenen 
Kurven wurden korrigiert, wodurch die gegen die Abszissen- 
achse konvex verlaufenden Kurven den üblichen konkaven Ver- 
lauf annahmen. Zur Untersuchung gelangten 18 Gase: Ar, H,, 
N,, 0,, CO, CO,, C,N,, NO, N,0, SO,, NH,, HCl, CH,, C,H,, 
C,H,, C,H, und CH,CL 

2. Um die Adsorption an einem einwandfreien Pulver zu 
untersuchen, wurde es aus vakuumgeschmolzenem Elektrolyt- 
eisen unter Stickstoff mit einer fiir diesen Zweck konstruierten 
Apparatur hergestellt, um es vor O,, CO,, H,O und Staub zu 
schützen. Die in der Einleitung auf Grund von Untersuchungen 
der Gasbindung an Silber, KMnO, und zersetztem KMnO, ge- 
folgerte Notwendigkeit, ein Adsorbens mit einwandfreier Ober- 
fläche herzustellen, zeigt eine Reihe von Beobachtungen, von 
denen nur folgende genannt seien: Reaktion von CO, und O, 
mit Eisen bei Zimmertemperatur, Versuchsergebnisse mit CO 
und C,H,, Versuche mit N, an einem Eisen, das geringe 
Mengen Wasserstoff enthält usw. Auf Grund einer Reihe von 
Beobachtungen kann man trotz Gasgehalts des verwandten 
Eisens mit großer Wahrscheinlichkeit schließen, daß die Ober- 
fläche gasfrei war. 

3. Am Eisenpulver II, das durch bloßes Evakuieren bei 
Zimmertemperatur entgast war, wurde infolge des Zusammen- 
fallens der Hin- und Rückkurven bei N,, CH,, C,H,, C,H,, 
N,0, CO, H, und Ar auf eine reine Adsorption geschlossen. 


1) G.N. Lewis, Die Valenz und der Bau der Atome und Moleküle, 
übersetzt von Wagner und Wolf, Vieweg, Braunschweig, 1927. 
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Ebenso wurden an dem bei 560° im Hochvakuum entgasten 
Eisenpulver II die Gase Ar, N,, C,H,, C,H, und CH,Cl, an 
dem mit Wasserstoff reduzierten Pulver, die Gase H,, Ar, 
C,H,, C,H,, C,H, und CH,Cl rein adsorbiert. Beim NH, kam 
zu der Adsorption eine schwache Chemosorption hinzu, während 
HCl eine starke Chemosorption zeigte. 

4. Am Eisenpulver I, das infolge einer Reaktion mit ge- 
ringen Mengen Sauerstoff seine einwandfreie Oberflächen- 
beschaffenheit eingebüßt hatte, wurde beim CH,, C,H, (und 
C,H,) eine reine Adsorption gefunden, während beim CO, und 
C,N, aus dem Verlauf der Rückkurven auf eine Chemosorption 
geschlossen wurde. An der durch Reaktion mit CO, und C,N, 
bedeckten Oberfläche wurden N,O, CO und H, rein adsorbiert, 
dagegen trat bei O, eine Chemosorption auf. N, und C,H, 
werden von einem Eisenpulver, das mit CO,, C,N, und O, 
reagiert hatte, rein adsorbiert. Versuche an dem auf 520° im 
Hochvakuum erhitzten Eisen mit N, und C,H, zeigen die Not- 
wendigkeit der Herstellung einer einwandfreien Oberfläche. O, 
wird von diesem Pulver stark chemisch gebunden. Als Sauer- 
stoff zu dem mit Wasserdampf beladenen Eisenpulver geleitet 
wurde, konnte keine wesentliche Steigerung in der Aufnahme- 
geschwindigkeit des O, beobachtet werden. 

5. Die Gase Ar, H,, N,, CO, N,O, CH,, C,H,, C,H,, C,H, , 
C,H, und CH,Cl werden von einer einwandfreien Eisenober- 


fläche bei einer Versuchstemperatur von 18° rein adsorbiert, _ 


während beim O,, CO,, C,N,, HCl, NH,, NO und SO, eine 
Chemosorption hinzutritt. Die Chemosorption wird aus der 
langsamen Einstellung des Gleichgewichtsdrucks, aus der irre- 
versibel gebundenen Gasmenge des Rückversuches, aus dem 


Zerfall der durch Chemosorption entstandenen Verbindungen 


— wegen dieses Zerfalls läßt sich das Adsorbens nach Ver- 
suchen mit chemosorbierten Gasen nur schwer aufs Hoch- 
vakuum bringen — und aus der Tatsache, daß ein zweiter Ver- 
such mit einem chemosorbierten Gase eine geringere Gas- 
bindung als der 1. Versuch zeigt, erschlossen. Bei keinem 


Gase findet bei Zimmertemperatur eine Absorption durch das 
Eisen, selbst beim Wasserstoff nicht, statt. 

6. Sogar bei den stark adsorbierten Gasen bildet sich | 
höchstens eine monomolekulare Schicht aus. Schätzt man aus 
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dem Verlauf der Riickkurven der chemosorbierten Gase die bloBe 
Adsorption, die natiirlich auch bei einer Chemosorption vor- 
handen ist, ab, so sind gleichfalls monomolekulare Schichten 
wahrscheinlich; dabei ist jedoch die Anderung im Verlauf der 
Riickkurve durch den Zerfall chemosorbierter Verbindungen zu 
berücksichtigen. 

7. Auf Grund der Versuchsergebnisse spielt bei der 
Adsorption das feste Dipolmoment der Adsorptivmoleküle keine 
ausschlaggebende Rolle. Die aus Dipoltheorien gefolgerte An- 
sicht über die Ausbildung mehrerer Adsorptionsschichten steht 
mit dem Experiment nicht im Einklang. Eine Doppelbindung 
im Adsorptivmolekül vermindert die Adsorption, wahrscheinlich 
durch seine Lage auf dem Adsorbens bedingt. 

8. Die früher dargelegten Ansichten über das Zustande- 
kommen der Adsorption durch van der Waalssche Kräfte, 
die durch Gitterstörungen verstärkt wird, über die Feststellung 
der geringen Adsorption tiefsiedender Gase an verschiedenen 
Adsorbentien, über die Natur der bei der Chemosorption ent- 
standenen Verbindungen, über die dauernde Gasabgabe von 
Glas-, Metall- usw. Wänden und über die Schwierigkeit, Metalle 
und Salze vollständig zu entgasen, werden durch diese Unter- 
suchung bestätigt. 

9. Die von Rupp nach der Methode der Elektronen- 
interferenzen beobachtete Bildung von Verbindungen aus N, 
und aus im Eisen gelösten Wasserstoff bei Zimmertemperatur 
wurde gleichfalls nachgewiesen. Es wurde zu erklären ver- 
sucht, weshalb Wasserstoff bei Zimmertemperatur von auf 
einer gekühlten Fläche sublimiertem Eisen, nicht dagegen von 
geschmolzenem Eisen absorbiert wird. 


Diese Untersuchung ist mit Unterstützung der Helmholtz- 
Gesellschaft ausgeführt worden. Für die Bewilligung dieser 
Mittel sprechen wir ihr unseren herzlichsten Dank aus. Ferner 
sind wir Hrn. Dr. Pollitzer, Chefchemiker der Lindegesell- 
schaft, für die kostenlose Überlassung von Argon zu großem 
Dank verpflichtet. 


Münster i. W., Physikalisches Institut der Universität. 
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Über die Strömung sehr verdünnter Gase 
durch Röhren von beliebiger Länge 
Von P. Clausing’) 
(Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken 
Eindhoven- Holland) 
(Mit 1 Figur) 

Inhalt: § 1. Die Formeln von Knudsen, v. Smoluchowski und 
Dushman für die stationäre Molekularströmung. — § 2. Transformation 
der Formeln auf kinetische Veränderliche; Durchlaufswahrscheinlich- 
keit. — $3. Ableitung der Dushmanschen Formel. — § 4. Das Problem 
der kurzen runden Zylinderröhre. — § 5. Das Problem der langen runden 
Zylinderréhre. — $ 6. Die Anwendung der Strömungsformeln in der 
Hochvakuumtechnik. — Zusammenfassung. 


81. Die Formeln von Knudsen, v.Smoluchowski 
und Dushman für die stationäre Molekularströmung 


Knudsen?) hat für die stationäre Strömung eines sehr 
verdünnten Gases durch eine zylindrische Röhre mit beliebig 
geformtem Querschnitt die folgende Formel gegeben: 


8 

Menge des durchgeströmten Gases pro Sekunde, ge- 
messen durch das Volumen, daß sie beim Druck = 1 
beanspruchen würde. 

d= Dichte des Gases beim Druck = 1. 

S = Durchschnitt der Röhre. 

s = Umriß des Durchschnitts. 

L = Länge der Röhre. 

1) Die Hinweise A bis H in den Noten beziehen sich auf 
die folgenden Arbeiten des Verfassers: A. Verslagen Amsterdam 35. 
S. 1023. 1926; B. Leidener Dissertation, Amsterdam 1928; C. Physica 9. 
S. 65. 1929; D. Ann. d. Phys. [5] 4. S. 533. 1930: E. Ann. d. Phys. [5] 4. 
S. 567. 1930; F. Ann. d. Phys. [5] 7. S.489. 1930; G. Ann. d. Phys. [5] 7. 
Ss 


.569. 1930; H. Ztschr. f. Phys. 66. S. 471. 1930. 
2) M. Knudsen, Ann. d. Phys. [4] 28. S. 75. 1909. Be . 
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p, und p, sind die Drucke in den beiden Behältern, die 
durch die Röhre verbunden sind und wovon wir uns den ersten 
immer links vom zweiten denken (die Indizes 1 und 2 werden 
sich in dieser Arbeit nur auf die beiden Behälter beziehen). 

Bei der Ableitung ist vorausgesetzt, daß L sehr groß ist, 
sowohl den Querabmessungen der Röhre als der mittleren 
freien Weglänge der Moleküle gegenüber, und weiter, daß die 
Moleküle die Wand der Röhre diffus nach dem Kosinus- 
gesetze!) verlassen. 


Für eine lange Kreiszylinderröhre mit Radius r gibt (1) 

3 L Va 

Für eine Öffnung in einer sehr dünnen Wand fand 
Knudsen?) 


(P; rs 


S 1 
(3) Var Va 
welche Formel für eine runde Öffnung KR } 
4 


1 
ergibt. 
v. Smoluchowski') hat gezeigt, daß die Formel (1) nicht 
richtig ist, daß sie vielmehr ersetzt werden soll durch 


(5) 


worin @ eine Sehne des Durchschnitts darstellt, die mit der 
Normale auf ds einen Winkel # einschließt.) Daß die 


1) Für die Bedeutung des Kosinusgesetzes vergleiche man D; für 
eine rezente Prüfung dieses Gesetzes F und G. 

2) M. Knudsen, Ann. d. Phys. [4] 28. S. 999. 1909. 

3) M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. [4] 33. S. 1559. 1910. 

4) Für die bisher berechneten Sonderfälle der Formel (5) vergleiche 
man: M.v.Smoluchowski, a.a. O0. (Röhre mit rechteckigem Quer- 
schnitt) und Verf., C § 3 [unter (c,): runde Röhre mit exaxialer runder 
Achse; unter (c,): runde Röhre mit koaxialer runder Achse]. 
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Formel (2) wohl richtig ist, ist gewissermaßen Zufall; für den 
Kreiszylinder hebt sich eben der Fehler der Knudsenschen 
Rechnung heraus. 

Wie gesagt, gelten die Formeln (2) und (5) nur für relativ 
lange Röhren. Für L= 0 würden beide J = 0 ergeben, an- 
statt in (3) überzugehen. 

Bei Dushman') findet man eine erste Formel, die das 
Verdienst hat, auch für kurze Röhren ein Resultat zu geben, 
das für L=0 nicht J = oo, sondern eben (3) ergibt. (Aus 
praktischen Erwägungen betrachtet Dushman selbst nur Kreis- 
zylinderröhren und runde Öffnungen.) 

Eine zweite Formel ist vom Verf.) abgeleitet worden. 


Diese gibt zwar für = = 0 und » 00 dieselben Resultate 


wie die Dushmansche Formel [nämlich die Knudsenschen 
Formeln (2) und (4)], aber nicht im Zwischengebiet, wo die 
beiden Formeln ziemlich stark voneinander abweichen. Verf. 
möchte in dieser Arbeit zeigen, daß die Dushmansche Formel 
nur als eine rohe Annäherung betrachtet werden darf, während 
die Formel vom Verf. die strenge Lösung des Problems der 
kurzen Röhre darstellt. 

Dushman verfährt in folgender Weise. (2) und (4) kann 
man schreiben 


— p: 3 L 
6 J= @ = ——-—- d. 
° 


Die sind zu betrachten als Widerstände, die sich gegen die 
Strömung erheben. „Hence where we have a tube of diameter 2r 
and length L connecting two vessels at low pressures, the 
total resistance to flow, of this tubing, is“ 


(8) 

Und also 

9) 


1) 8. Dushman, Production and measurement of high vacuum. S. 32. 
Schenectady 1922; Int. Crit. Tabl. I, S. 91. New York 1926; Journ. 
Frankl, Inst. 211. Ss. 689. 1931. 
2) A; B. Hoofdstuk III; C. a 
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Daß die Addition der beiden Widerstände einen physi- 
kalischen Grund hat, wird in § 3 gezeigt werden, daß aber im 
Fall einer kurzen Röhre die Heranziehung einer Formel, die 
für L>r abgeleitet worden ist, unerlaubt ist, braucht keine 
besonderen Nachweis. | 


$2. Transformation der Formeln auf kinetische Veränderliche; 
Durchlaufswahrscheinlichkeit 


Mit Hilfe der bekannten kinetischen Formeln 


(10) p=gnmu?; d= J=.muwK 
und 
(11) v={nu) 


(x = Anzahl der Moleküle pro Kubikzentimeter; m = Masse eines Mole- 
küls; « = mittlere molekulare Geschwindigkeit; K = Anzahl der Mole- 
küle, die pro Sekunde in den zweiten Behälter einströmen; » = Eintritts- 
dichte = Anzahl Moleküle, die aus der Gasphase pro Sekunde und pro 
Kubikzentimeter auf die Wand einfällt), 


lassen sich die Formeln (2), (3), (4) und (5) umformen in 


(12) K arty, 
(13) 

A 

(15) K = 575 °5%: 


Wir haben hierbei zur Vereinfachung p, = 0 gedacht. Ist 
nämlich p, nicht = 0, so hat man nur die zwei Strömungen 
(P, = Py» Pp = 0) und (p, = 0, p, = p,) zu superponieren, um 
das gewünschte Resultat zu erhalten. 

Wir können nun die Formeln (12) bis (15) wie folgt inter- 
pretieren. Der zweite Teil der rechten Glieder dieser Glei- 
chungen stellt die Anzahl Moleküle dar, die pro Sekunde die 
linke Öffnung der Röhre trifft. Der erste Teil dieser Glieder 
gibt also den Bruchteil, der zeigt, wieviel von den links ein- 
treffenden Molekülen den zweiten Behälter erreichen. Diesen 
Bruchteil wollen wir Durchlaufswahrscheinlichkeit nennen und 


1) Für einen einfachen Beweis dieser Formel ohne jede Integration 
vergleiche man B. S. 156. Note 2. 
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mit W bezeichnen. W ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein 
links einfallendes Molekül in das rechte Gefäß gelangt, ohne 
in dem linken zurückgewesen zu sein. Die Formeln (12) bis (15) 
können wir also zusammenfassen in 


2 


(16) K=W-S»,. 
Es ist aber dank der gegebenen Interpretation deutlich, daß oa 
diese Gleichung einen viel allgemeineren Giiltigkeitsbereich hat = > 
als die vier Formeln (12) bis (15), die sich nur auf unendlich 7 +5, 


lange und unendlich kurze Röhren beziehen. (16) gilt für jede - 
beliebige Verbindung von zwei Behältern, und man ist sogar 
frei, die Eintrittsöffnung einer bestimmten Verbindungsröhre 
innerhalb gewisser Grenzen beliebig zu definieren. 

Das Problem ist jetzt W zu bestimmen, eine dimensions- 
lose Größe, die nur von der Gestalt der Röhre abhängt. Dieses 
Problem ist also ein rein geometrisches. 

Setzt man für alle Moleküle eine diffuse Zerstreuung!) an 
der Wand voraus, so wird das Problem für jede beliebige Röhre 
eine sehr bestimmte Lösung W haben, deren physikalische 
Prüfung eine überflüssige Tätigkeit ist, sei es, daß man gerade 
prüfen will, ob die Zerstreuung diffus ist.) Nach Gaede?) 
und nach dem Verf.*) fordert der zweite Hauptsatz der Thermo- 


1) Mit Reflexion bezeichnen wir diejenige Zurückwerfung durch 
die Wand, wobei für jedes individuelle Molekül die Austrittsbestimmungs- 
stücke abhängig sind von den Einfallsbestimmungsstücken, während wir 
sie im entgegengesetzten Falle Zerstreuung nennen. Eine Zerstreuung 
nach dem Kosinusgesetze soll diffus genannt werden. Die Zerstreuung 
umfaßt Adsorption und Emission (vgl. D § 1). 

2) Eigentlich kann man so nicht beweisen, daß die Zerstreuung 
diffus ist. Es läßt sich nämlich leicht einsehen, daß es unendlich viele 
Zerstreuungsgesetze gibt, die für eine bestimmte Röhre zu demselben W 
führen wie das Kosinusgesetz der Zerstreuung. Nur die Übereinstimmung 
zwischen den Resultaten von mehreren Strömungsversuchen mit Röhren 
von sehr verschiedener Gestalt (nicht mit nur einer Anzahl von langen 
runden Röhren mit verschiedenem r/L-Verhältnisse) und den Resultaten 
von Berechnungen nach dem Kosinusgesetze für diese Röhren würde 
ein anderes Zerstreuungsgesetz höchst unwahrscheinlich machen. Diese 
Bemerkung ist natürlich mehr prinzipiell als praktisch, beleuchtet aber 
wohl die Unzulänglichkeit der Prüfung des Kosinusgesetzes in den bis- 
herigen Strömungsversuchen. 

3) W. Gaede, Ann. d. Phys. [4] 41. S. 289. 1913. i 
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i er die Gültigkeit des Kosinusgesetzes für die Richtungs- 
> _yerteilung der Molekiile, die eine Wand verlassen. Gibt es 
daher keine Reflexion und nur eine Zerstreuung, so soll diese 
dem Kosinusgesetze folgen und also diffus sein. Die physi- 
kalische Verifikation der Durchlaufswahrscheinlichkeit stellt 
daher in diesem Fall eine Prüfung des zweiten Hauptsatzes 
im Gebiete sehr niedriger Drucke dar. 

= Die experimentelle Bestimmung von K nach (16) läuft 
also auf eine Bestimmung von », hinaus oder, weil wir die 
Anzahl der Moleküle pro Kubikzentimeter als bekannt voraus- 
setzen müssen, auf eine Messung der mittleren molekularen 
Geschwindigkeit u, wie aus der von jeder Geschwindigkeits- 
verteilung unabhängigen Gl. (11) hervorgeht. Dieses u läßt 
sich andererseits aus der Maxwellschen Geschwindigkeits- 
_ verteilung der Moleküle berechnen und die experimentelle Be- 
stimmung von K ist also nichts als eine teilweise Prüfung 
dieser Geschwindigkeitsverteilung. 

Diesen Sachverhalt hat Verf. schon früher betont, indem 
er seine experimentelle Arbeit über die nichtstationäre Mole- 
kularströmung von Argon und Neon durch eine lange runde 


Gibt es aber wohl eine Reflexion, so fordert das Prinzip 

a des detaillierten Gleichgewichts?), daß für jede Richtung und 
a jede Geschwindigkeit die Anzahl der emittierten Moleküle der 
Anzahl der adsorbierten gleich ist. Nun werden aber die 
emittierten Moleküle im allgemeinen einem anderen Gesetze 
als dem Kosinusgesetze folgen. Dieses wird z.B. der Fall 
sein, wenn eine spiegelnde Reflexion hauptsächlich für die 
streifende Inzidenz auftritt. Man denke auch an die schönen 
Beugungsversuche mit Molekularstrahlen von Stern und Ester- 


1) Vgl. G. Daß in der Arbeit G nicht K, sondern eine mittlere 
2 
Durchlaufzeit T = - 


— = die Hauptrolle spielt, ist fiir die hier in Be- 
tracht kommende Frage Nebensache. Dies hängt nur damit zusammen, 
daß Verf. eine nichtstationäre Strömung, alle anderen Experimentatoren 
„in kleinen Zeiten stationäre“ Strömungen betrachtet haben. mee 
2) Vgl. D § 1. ; 
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mann’), wo eine viel kompliziertere Reflexion vorliegt als bei 
der Spiegelung. 

In diesem Falle der teilweisen Reflexion bekommen die 
Durchlaufswahrscheinlichkeiten ganz andere Werte als die 
bisher bestimmten, und im allgemeinen werden diese neuen 
W-Werte nur sehr schwer zu berechnen sein. Nur im Falle 
einer für alle Richtungen gleichen Wahrscheinlichkeit o einer 
spiegelnden Reflexion lassen sich die neuen W-Werte leicht 
bestimmen zu 


1+ 
(17) 


worin die Wahrscheinlichkeit @ den Reflexionskoeffizienten 
darstellt.2) Findet man also bei einem Strömungsversuch 
einen abweichenden K-Wert, so muß man diesen Befund wie 
folgt interpretieren. Nimmt man die Maxwellsche Geschwin- 
digkeitsverteilung als richtig an, so liegt eine Reflexion vor, 
die sich in bezug auf die Strömung durch die betrachtete Röhre 
quantitativ durch einen g-Wert nach (17) charakterisieren läßt.°) 
Dieses kann vielleicht für praktische Zwecke von Bedeutung 
sein; physikalisch aber ist es bedeutungslos. 

Also: Ein Strömungsversuch kann uns nur darüber be- 
lehren, ob überhaupt irgendeine Reflexion vorliegt oder nicht; 
etwas quantitatives über diese Reflexion sagt der Versuch nicht 
aus. Weiter lehrt uns der Strömungsversuch nichts als bekanntes. 

In 84 werden wir die Durchlaufswahrscheinlichkeit für 
eine runde Röhre von beliebiger Länge berechnen; § 5 ist dem 
Sonderfall einer gegen den Radius langen Röhre gewidmet. 


83. Ableitung der Dushmanschen Formel‘) 


Wir werden nun zeigen, wie man die Formel (9) von 
Dushman ableiten kann. Hierzu geben wir den Kern des 
Knudsen schen Beweises der Formel (1) für eine lange Röhre. 


1) O. Stern, Naturwissensch. 17. S. 1391. 1929; I. Estermann u. 
0. Stern, Ztschr. f. Phys. 61. S. 95. 1930. 

2) M. v. Smoluchowski, a. a. O.; Verf. D § 8; E und G. 

3) W. Gaede (a. a. 0.) fand sogar einen negativen Wert 9 =— z. 
Die Größe z deutete er als die Wahrscheinlichkeit, daß ein auf die 
Wand einfallendes Molekül in die Einfallsrichtung zurückgeworfen wird 


(vgl. auch D dr und E). Be ER! 
| 


N 


at 
4 
k 
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Er 
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un Die Formel (1) läßt sich mit Hilfe von (10) und (11) um- | aus 
formen in kül 


Knudsen schreibt dem Gase in der Röhre eine gewisse | .get 
Geschwindigkeit ¢ zu, die aber nicht über die ganze Länge ma 
der Röhre konstant gedacht wird. In dt Sekunden passieren | nic 
 Sedt.n Moleküle einen beliebigen Querschnitt und man findet 


- 22 
C= — weil diese Anzahl auch gleich K dt ist. 
Für den Impuls B, der pro Sekunde an einen Quadrat- ona 
zentimeter der Wand iibertragen wird, findet er in einer bes 
Weise, die nicht einwandfrei ist und die wir hier — Be- (23 
 tracht lassen werden, 
_ 3a na 
(19) B= -nmuc. Kr 
An ein ringförmiges Wandelement sda (x variiert der Röhre Hil 
entlang von 0 bis L) wird also pro Sekunde — 5 
32 ns sdz | die 
und an die ganze Röhre | 194 
Di 
Diese Größe wird der links auf die Röhre wirkenden Kraft 
—.n,mu?.S gleich gesetzt, mit dem Resultat (18). (25 
a Diese Gleichsetzung soll aber einer kleinen Korrektion 
a ‚unterliegen, die von Knudsen nicht beachtet worden ist Di 
Die Kraft links auf die Röhre ist gleich dem Impuls, der (6) 
r _ pro Sekunde links auf die Röhre übertragen wird. Dieser 5 
Impuls setzt sich zusammen aus zwei Teilen, 1. aus dem 26 
Impuls, den die Sy, in die Röhre einfallenden Moleküle an \ 
die Röhre abgeben und 2. aus dem Impuls den die (Sy, — K) 
als 
1) Es ist bemerkenswert, daß man die Formel (18) auch erhält, wenn un 


man die Strömung als eine Diffusion mit der Diffusionskonstante (*/,) A u 
betrachtet. A ist hier die mittlere freie Weglänge der Moleküle in der 
Röhre, die nach R. Clausius (Die mechanische Wärmetheorie, 3. Band, 
Abschnitt II, Braunschweig 1889—1891) 4 S/s beträgt. Man kann diesem Be 
Befund aber keinen theoretischen Wert beilegen. Ri 


= 
| (18) K = —— -S»,.?) Br 
4 38L 1 "m 
' 
| 
i 
Ari 


| 
j 
| 
| 
um- | 
| 
| 


wisse 
Ange 
leren 
indet 


drat- 
einer 


.öhre 


Craft 


ction 


P. Clausing. Uber die Strömung sehr verdünnter Gase usw. 969 


aus der Réhre in den ersten Behilter zuriicktretenden Mole- 
küle auf die Wand übertragen. Beide Impulse sind nach rechts 
gerichtet. Wäre K = 0, so hätten 2 S», Moleküle mit ihrem 
‘mpuls zu der links auf die Röhre wirkenden Kraft bei- 
getragen; will man K nicht gegen $v, vernachlässigen, so 
machen es nur 2S5v, —K. Es ist also deutlich, daß links 
nicht die Kraft p, S auf die Röhre wirkt, doch nur die Kraft 

nach rechts gerichtet. In analoger Weise ist die Kraft rechts 


(23) 


nach links Die auf die 
Kraft der Größe (21) wieder gleichsetzend, findet man mit 
Hilfe von 


nmu=- vmu 
die folgende Il zur Bestimmung von K: Ma 
3a sL 2Sy,-2K a 
(24) mu K 5 Bp, mus. 


Die Lösung dieser Gleichung ist BER + 


L + 168 
38 


Die Dushmansche Formel (9) liefert mit Hilfe von p, = 0, 
6), (7), (10) und (11 
(6), (7), (10) und (11) 


) K=(:! 2 = 


(26 Sv, =) .nr“v, 


also denselben Wert für K wie die Formel (25) mit S = nr? Det 
und s = 2ar. N 


Wir sehen also, daß Knudsen statt der Formel (1) oder (18) pa 
für die lange Röhre eigentlich die Formel (25) hätte finden sollen. es 
Beachtet man aber die Unrichtigkeit der Formel (1) und die 
Richtigkeit der Formel (2) oder (12), so leuchtet es ein, daß (25) 
5. Folge. 12. En 
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auch unrichtig sein wird, daß (26) dagegen wahrscheinlich eine 


gute zweite Annäherung bietet für das Problem der langen 


(nicht unendlich langen) Kreiszylinderröhre. 

Daß die Formel (26) für * 
ergibt, beweist natürlich nicht ihre Gültigkeit für kurze Röhren, 
nur die Möglichkeit der (falschen) Anwendung. Der Beweis 
der Formel (25) zeigt uns, wie man sich die Zerlegung des 
gesamten Widerstandes der Röhre in Widerstände der Röhre 
an sich und der Öffnungen denken soll. Beide Öffnungen 
(sowohl Eintrittsöffnung wie Austrittsöffnung) haben denselben 
Widerstand w”/2; Zwischenschaltung des Widerstandes w’ der 
langen Röhre an sich ergibt den Gesamtwiderstand © [vgl. (6) 
bis (8)]. Ist hiermit der Addition der Widerstände ein physika- 
lischer Grund verliehen, so möchte Verf. doch nicht behaupten, 
daß sie physikalisch von ihm empfunden wird, weil der Begriff 
des Widerstandes einer Austrittsöffnung, wo die Moleküle frei 
in das Vakuum eintreten, ihm unverständlich bleibt. Verf. glaubt 
daher, daß die Einführung dieses Begriffes in das Problem der 
kurzen Röhre nicht erwünscht ist. 

Es ist hingegen selbstverständlich, daß auch Verf. den 
Begriff des Strömungswiderstandes und die Möglichkeit der 
Addition solcher Widerstände für die Vakuumtechnik von 
großer Bedeutung achtet und daß es hierbei z. B. sehr zweck- 
mäßig ist, von dem Widerstand einer kurzen Röhre zu reden. 
Auf diesen Gegenstand wollen wir am Schluß dieser Arbeit 
noch zurückkommen (vgl. § 6). 


= 0 nicht K = oo, sondern (14 


$4. Das Problem der kurzen runden Zylinderröhre ') 


Die Röhre schneidet aus einer Ebene, senkrecht zur 
Zylinderachse, eine ‚‚Scheibe“ aus. Zwei dicht nebeneinander 
liegende Scheiben bestimmen auf der Wand der Röhre einen 
„Ring“. 

Wir definieren: 

1. w,,w)dv = die Wahrscheinlichkeit, daß ein Molekül, 
das nach dem Kosinusgesetze einen Ring 2ardv_ verläßt, 
direkt (d. h. ohne inzwischen gegen die Wand zu stoßen) ein- 


1) Vgl. A; B. Hoofdstuk III, wo man viele Details finden kann; C. 
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fällt auf einen anderen Ring 2ardv in einem Abstande » 
vom ersten Ring. 

2. w,,(v) = die Wahrscheinlichkeit, daß ein Molekül, das 
einen Ring 2ardv verläßt, direkt durch eine Scheibe im Ab- 
stand v geht. 

3. w,,(v)dv = die über einer Scheibe ar? gemittelte Wahr- 
scheinlichkeit, daß ein Molekül, das die Scheibe verläßt, direkt 
auf einen Ring 2ardv im Abstand v einfällt. 

4. w, ‚(od v = die über einer Scheibe ar? gemittelte Wahr- 
scheinlichkeit, daß ein die Scheibe verlassendes Molekül direkt 
auf eine zweite Scheibe im Abstand » einfällt. 

Man überzeugt sich leicht, daß e 


dw,,(v) 


(27) 
und 

(28) w, ,(v) 


Denkt man sich die Röhre homogen mit Molekülen ge- 
füllt, so gehen nach dem Kosinusgesetze in einer bestimmten 
Zeit ebensoviel Moleküle von einem Ringe nach einer Scheibe 
als von der Scheibe nach dem Ring, und man hat also 
(29) 2ardv-w,,(v) = ar-u 
oder 


(30) 


w,,(¢) = 5 


Ist also z.B. w,, (0) bekannt, so kann man mit Hilfe von 
(27) bis (30) die Funktionen w, ,, w,, und w,, sofort berechnen. 
Die Funktion w,, (v) läßt sich nach Walsh’) in sehr einfacher 
Weise ableiten. 

Erster Hilfssatz. Man denke sich eine Kugel gefüllt mit 
einem Gase von so niedrigem Drucke, daß die Moleküle unter- 
einander nicht zusammenstoßen. Das Kosinusgesetz gibt dann 
eine über die Kugeloberfläche gleichmäßige Verteilung der Mole- 
küle, die ein bestimmtes Oberfliichenelement der Kugel nach 


1) J. W.T. Walsh, Proc. Phys. Soc. Lond. 32. S. 59. 1919/1920; 
Phil. Mag. [7] 7. S. 1092. 1929. Walsh behandelt eigentlich ein Licht- 
strahlungsproblem, das aber vermöge des auch hierbei gültigen Kosinus- 
gesetzes in der mathematischen Beschreibung ganz mit unserem Problem 
übereinstimmt. 
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a diesem Gesetze verlassen haben. Summiert man iiber viele Ober- 
_ flachenelemente, so folgt, daß jeder Teil einer Kugeloberfläche 
die ganze Kugeloberfläche (und daher auch jeden beliebigen Teil 
dieser Oberfläche) gleichmäßig mit Molekülen bestrahlt. 
Zweiter Hilfssatz. In einem Gefäß von beliebiger Gestalt 
entspricht dem Kosinusgesetze für den Austritt der Moleküle aus 
_ der Wand das Kosinusgesetz für Einfall und Austritt an jeder 
| beliebigen Fläche, die man sich in 
dem Gefäß denken kann. 
Betrachten wir nun die beiden 
Scheiben s, und sz, der Röhre, so 
können wir uns durch die Ränder der 
Scheiben eine mit Gas gefüllte Kugel- 
oberfläche gelegt denken (vgl. Fig. 1). 
Die Scheiben verteilen diese Ober- 
fläche in drei Kugelzonen A, B und C. 
Fassen wir die Moleküle ins 
Zur ıw,, (v)-Bestimmung Auge, die durch s, nach oben gehen, 
nach Walsh so sieht man nach dem zweiten 
Fig. 1 Hilfssatz, daß sie s, nach dem Ko- 
sinusgesetze verlassen. Weiter sind 
dies eben die Moleküle, die von der Fläche A nach der Fläche 
B+C gehen, und nach dem ersten Hilfssatz fallen diese 
Moleküle gleichmäßig auf B+C ein, d.h. auf die beiden 
Flächen B und C im Verhältnis der Oberflächen, 2zRh und 
Der Bruchteil 


der durch s, nach oben gehenden Moleküle passiert also 5, 
und (31) stellt somit die gesuchte Wahrscheinlichkeit w, , (v) dar. 
Eine einfache Rechnung nach Fig. 1 liefert 


(32) w,,(v) = Io? — vo? + 4 27°) 
Nach (28), a und (27) ergibt sich hieraus eg 
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39) V(E- 2)? Ve - 
1 (L — a)? 
| V(L— 2)? +47? + - 
VL — x) + 4r? 
1) Vgl. C: Formel (24), die leider zwei aeons Zahlenfaktoren 
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und 
93 3v 

ar Vo? + Vo? + Ar? 

Für v > 2r gilt die Reihenentwicklung ER 


ae 1/2r\2 1 (2r\4 5 (2r\6 
(36) wW)= + (=) + (=*) 


so daß w,,(v), und daher auch w, ,(v), w,,(v) und w,,(v) Funk- 
tionen von v sind, die mit wachsendem » schnell kleiner werden. 

Bisher haben wir immer v > 0 gedacht. Für negative Werte 
von » muß man den Wurzelformen der Formeln (32) bis (35) das 
negative Zeichen geben. Man wird dann wohl negativen Wahr- 

cheinlichkeiten w,, und w,, begegnen, aber es wird sich immer 
sea daß es sich dann um Wahrscheinlichkeiten 
handelt, die mit dem Minuszeichen in Rechnung gebracht 
werden müssen [vgl. (58) und (60)]. 

Wir denken uns nun derart eine z-Achse längs der Röhre, 
daß x von links nach rechts von 0 bis L wächst, und wir be- 
trachten ein Molekül, das gerade an der Stelle x ist. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß das Molekül je ins zweite Gefäß 
kommt ohne im ersten zurückgewesen zu sein, wollen wir 
Austrittswahrscheinlichkeit nennen und mit w(x) bezeichnen. 
Es ist dann klar, daß die Durchlaufswahrscheinlichkeit be- 


stimmt ist durch 
L 


(37) W = [w,, (0) -w(a)da + wu, 
und w (x) durch die Integralgleichung 
L 
38) = fw, — 2) + w 


oder [nach (35) und 39] 
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Von dieser Integralgleichung lassen sich zwei Näherungs- 
lösungen bestimmen. 

1. Fürr<L kann man sich durch Substitution leicht 
überzeugen, daß für Punkte der Röhre in genügendem Ab- 


stande von den Offnungen w (a) = + eine Lésung von (39) ist. 


Die Substitution von w (x) = > in (37) gibt aber nicht das 


. . Sr 4r 
richtige Resultat W = $I 37 , weil der 


Integrand in (37) wegen der schnellen Abnahme von w,, (x) 
hauptsächlich nur für kleines x zu dem Werte des Integrals 


-, sondern nur W = 


beiträgt und gerade hierfür ist w(x) = > keine Lösung. ') 
2. Ist r/L groß (d. h. von der Größenordnung = 1), so ist 


20 


(40) 
(@ = eine Konstante) über der ganzen Länge der Röhre eine 
gute Annäherung der Lösung von (39). Wäre (40) die richtige 
Lösung, so würde Substitution von (40) in (39) eine Gleichung 
liefern, die bei Auflösung nach « eine von x unabhängige 
Größe ergeben würde. Die tatsächliche Ausführung der Sub- 
stitution gibt aber 


Lew 
(L — x) VIL- 2)? + 4r* — (L—2x)% — je + 4r? — a? 
Vx2+4r? VL-2)%+4rt 


Das merkwürdige dieser Funktion (41) ist, daß sie, trotz der 
Abhängigkeit von x, für große Werte von r/L praktisch un- 
abhängig von & ist, wie die Tab. 1 zeigt. 

Um jetzt ein bestimmtes Resultat zu erhalten, soll man 
eine Verabredung treffen über die Wahl von «. Man könnte 
z. B. das über die ganze Röhre gemittelte @ wählen oder z. B. 


für jedes r/L immer «=« (z) ‚O nehmen. Für kurze Röhren 


8r 
3L 


1) Wie sich das richtige Resultat W = dann wohl gew innen 


läßt, wird in $5 gezeigt werden. 


a 


2 
7 
| 
3 
ii, 
is 
\ 
5 
BD: 
| 
N. 
+ 
| a 
Si 
. 
1s 
| 
ta 
j 
| 
| 
(4 
x 
7 F 
W 
(4 
m 
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nen 


0 0,4759091 | 0,3963046 | 0,3262380 | 0,1631190 | r/Z, 
0,2 0,4759167 | 0,3959445 | 0,3247135 | 0,1649489 | ;% 
0,4 0,4759141 | 0,3957635 | 0,3239510 | 0,1705989 | 5% 
os 0,4759143 | 0,3957406 | 0,3238563 | 0,171574 4 
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Tabelle 1 


x 
L 


2 1 0,25 


ist diese Wahl unwesentlich, wie Tab. 1 zeigt. Legt man aber 
Wert darauf, daß die Formel, die man durch Substitution von 


(33), (40) und (32) in (37) erhält, ii 5 


8r 
SL gibt, so 
soll an erster Stelle @ derart gewählt werden, daß (40) für 


auch für lange Röhren den richtigen Wert W = 


kleines r/L angenähert in w(z)—= ”- übergeht. Das mittlere « 


L 


ist hierzu ganz ungeeignet (vgl. Tab. 1), während « = « (+. 0) 


tatsiichlich @ = z ~ 0 und also (40) =w(z)= + gibt. Mit 


Hilfe von « = e(--, 0) ergibt (42) aber W = 7 
r/L, also ein Resultat, das etwa 12 Proz. zu klein ist. Die 
einfachste gute Wahl für & (übrigens eine Wahl aus vielen) ist 


für kleines 


or V7 
(43) 2rV 
L* 3L+2ry? 
Für sehr kleines r/L ist dann ¢ = = = 0 und (42) ergibt 
8r 
W= 
Wir besitzen also in der Formel ERBE A 
9 
(44) (42) mit @ nach (43) : ang 


ein Ergebnis, das für sehr lange und für sehr kurze Röhren 
mit willkürlicher Annäherung richtig ist. In der Tab. 2 sind 
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Tabelle 2 


oS. 


L!r | W nach W nach Lie W nach W nach 
‘l" | Verf., (44) | Dushman, (26) 7 Verf., (44) Dushman, (26) 
1 1 3,2 0,4062 0,454 
0,9524 | 0,965 3,4 0,3931 0,439 
0,9092 | 0,931 3,6 0,3809 0,426 
0,8699 | 0,899 38 0,3695 0,412 
0,8341 | 0,870 4,0 0,3589 0,400 
0,8013 | 0,842 5 0,3146 0,348 . 
0,7711 0,816 6 0,2807 0,307 
0,7334 | 0,792 7 0,2537 0,276 
07177 | 0,769 8 0,2316 0,250 
0,6940 0,747 9 0,2131 0,229 
0,6720 0,727 10 0,1973 0,210 
0,6514 0,708 12 0,1719 0,182 
0,6320 0,690 14 0,1523 0,160 
1,3 0,6139 0,672 16 0,1367 0,143 
Dr 0,5970 0,656 18 0,1240 0,129 
a 0,5810 0,640 20 0,1135 0,117 
mo 0,5659 0,625 30 0,0797 0,0817 
38 0,5518 0,611 40 0,0613 0,0625 
18 0,5384 0,597 50 0,0499 0,0506 
— 0,5256 0,584 60 0,0420 0,0425 
0,5136 0,572 70 0,0363 0,0367 
a 0,4914 0,548 80 0,0319 0,0322 
te 2,4 0,4711 0,526 90 0,0285 0,0288 
i 0,4527 0,506 100 | 0,0258 0,0260 
98 0,4359 0,488 1000 0,002658 0,002660 
30 0,4205 0,470 8r/(3L) 8r/(3L) 


numerische Werte von (44) zusammengefaßt, während wir zum 
Vergleich die Dushmanschen Werte nach (26) hinzugefügt 
haben. 

Inwiefern (44) eine gute Annäherung gibt, ist nicht an- 
zugeben. Wohl hat Verf. sich überzeugen können, daß die 


Formel sehr strenge gültig ist für Röhren mit > =1. Dies 


ging hervor aus einer numerischen Rechnung fiir den Fall 
r= L, wobei die Integralgleichung (39) ersetzt war durch ein 
System von 11 linearen Gleichungen mit 11 Unbekannten, ein 
System, das sich dank den Beziehungen ee 
] if 
w ( 5 => und =w(#)+w(LD—2)=1 
auf ein System von 5 Gleichungen mit 5 Unbekannten redu- 
zieren ließ. Die Lösung dieses Systems wurde substituiert in 
das zu einer Summe umgeformte Integral aus (37) und gab 
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W = 0,6718, ein Ergebnis, das nur sehr wenig von dem 
tabellierten Wert 0,6720 abweicht. 

Für kleinere Werte von r/L ist eine solche Berechnung 
zu kompliziert und Verf. hat sich daher begnügt mit einer 
graphischen Interpolation zwischen den beiden extremen Fällen 


z) nach (44) fiir 


L 
Sr 
31 
Interpolation ergab nur Werte, die weniger als 2 Proz. von 
den in der Tab. 2 wiedergegebenen Werten abweichen, und 
Verf. glaubt daher, daß den tabellierten Werten keine größeren 
Fehler als auch etwa 2 Proz. anhaften. 

Verf. betrachtet also (44) als die beste zur Zeit bekannte 
Formel für die Molekularströmung durch eine runde Röhre 
beliebiger Länge. 

Vielleicht wäre, besonders im Gebiete zwischen „r/L ist 
der Größenordnung nach = 1“ und ,r/L ist <1“, eine noch 
bessere Annäherung an die Wirklichkeit zu erlangen durch 
eine solche Wahl von «, daß (42) für r<L 


ylog W als Funktion, von log ( => 1* und 


vlog W als Funktion von log (7) nach W= “ Diese 


8r 


gibt [vgl. die Bemerkung zu der Formel (26). Ein solches ist 
leicht zu bestimmen; die Berechnung von W bleibt aber eine 
recht komplizierte und das Resultat dieser Berechnung wäre 
ebensowenig kontrollierbar wie das Resultat (44). 

Eine erste Anwendung dieser Theorie der Molekular- 
strömung durch eine kurze Röhre liegt vor in Verf.s Arbeit 
über die Strahlformung bei der Molekularstrémung.') Die dort 
berechnete räumliche Verteilung der aus einer kurzen Röhre 
austretenden Moleküle scheint schon von Ellett?) verifiziert 
worden zu sein. 


In ganz ähnlicher Weise als für die kurze runde Röhre 
hat Verf. das Problem der Molekularströmung durch einen 


1) Vgl. H. 
2) A. Ellett, Phys. Rev. [2] 37. 8.1699 (1931). 
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Spalt mit rechteckigem Querschnitt gelöst. Sei a die Länge 
des Spaltes, b die Breite, L die Tiefe (d. h. die Länge der 
„Röhre“), so sollen diese Abmessungen den Ungleichungen 


(45) b<a und L<a 
geniigen. Unter dieser Voraussetzung ist gefunden j 
b L+ L-, Vee 
7 = — - — - — 


+37 log nat =? 


fir b=L ist 


L 
b log nat (4) | | b ( 
2L+blog nat (;; ) u’ L 
(L—a) - +0*} — Var + 


LıL-«) 
2 L-x) -2V(L- 


für bD=L ist 


b 
2(1 +b — VI?+b: )+ - = 


mit den numerischen Werten der Tab.3, = a 
Tabelle 3 | 


nach (46) 


| 
L/b | W nach (46) | L/b  W nach (46) | Lib W 


u 1,3 0,6321 32 | 0,4439 
01 | 0,95% 1,4 0,6168 3,4 0,4318 
02 0,9096 1,5 0,6024 3,6 0,4205 
0,3 0,8710 1,6 0,5888 3,8 0,4099 
0,4 0,8362 1,7 0,5760 { 0,3999 
0,5 0,8048 1,8 0,5640 5 0,3582 
0,6 0,7763 1,9 0,5525 6 0,3260 
0,7 0,7503 2,0 0,5417 7 0,3001 

0,8 0,7266 2.2 0,5215 8 0,2789 
0,9 0,7049 2,4 0,5032 9 0,2610 

ep 0,6848 2.6 0,4865 10 0,2457 

4 0,6660 2,8 0,4712 by L 


DaB die Formel (46) fiir untiefe Spalte eine sehr gute 
Annäherung an die Wirklichkeit bietet, hat wieder eine 
numerische Lösung der betreffenden Integralgleichung für 
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b=L gezeigt. Diese Lösung (eines Systems von 21, auf 10 zu 
reduzierenden linearen Gleichungen) ergab W = 0,6843, also 
in sehr guter Übereinstimmung mit dem in Tab. 3 3 gegebenen 
Wert W = 0,6848. 

Für tiefe Spalte, die nicht nur den Bedingungen (45), 
sondern überdies der Bedingung 


(47) b< < 
geniigen, hat Verf. die Formel 

(48) (; + log nat 


abgeleitet!), die für sehr kleines b/Lm 

b 

( = ‘ 

49) V= log nat 
iibergeht. 


$5. Das Problem der langen runden Zylinderröhre 


In 4 ist gezeigt, daß die Gl. (39) für r<ZL eine Lösung 
w (a) = X hat, wenn man von den beiden Enden der Röhre ee 
absieht. "Diese Lösung gestattete aber nicht die Berechnung a 
der Durchlaufswahrscheinlichkeit nach (37 . Um diese W abr- 7 De 
scheinlichkeit zu bestimmen, werden wir g(x), die Einfalls- > 


. 
er 


dichte der Moleküle auf der Wand der Röhre, einführen. An . . 
den Enden der Röhre schließen sich die g(x)-Werte g(0) und hs 
g(L) in irgendeiner Weise an die Einfallsdichten », undy,=O = 


* 


in den beiden Behiiltern an. = 
Definieren wir weiter eine relative Einfallsdichte durch A 
1 e' ic o = 
(50) 
v 
so läßt sich die Identität 
(5 \ h(a == (L Ü 


beweisen. 
Man überzeugt sich nämlich leicht, daß g(r) der Integral- 
eleichung 


L 
2ardaz-g(zx) = „(E—a)dz 


+ w,,(a)d x 


3 
= 3 
| ~ 
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or den Ring 2ardz verläßt, der Anzahl gleich, die der Ring in 
A: a derselben Zeit irgendwoher empfängt. Nach (50) und (30) er- 
ai. gibt sich aus (52) 


fas genügt. - Ist doch die Anzahl der Moleküle, die pro Sekunde 


63 hadi 
(BE h(x) = | w w, (x). 
| 
69 h(@d&+w,, (L— 2) 
und mit Hilfe Substitution = L — n findet man 
0 


oder 


h(L — x) — — (L— 2). 


0 


Funktion von Integralgleichung genügt 
wie w(x), womit (51) bewiesen ist.) 


Die Lösung w(r) = z ist also äquivalent mit A 
g(x) = (1 rae 


Wir betrachten nun eine willkürliche Scheibe in der 
praktisch unendlich langen Röhre und berechnen wieviel 
Moleküle pro Sekunde mehr nach rechts als nach links diese 
Scheibe passieren. Diese Mehrzahl haben wir bereits nach (16) 
mit K= W-S», bezeichnet und ein Vergleich mit diesem K 
wird also direkt das gesuchte W liefern. Man überzeugt sich 
leicht, daß diese Mehrzahl bestimmt ist durch?) 

L 
(58) K=arr — g(&)-w,,(§ — 2). 

1) Daß (öl) gültig ist für Röhren beliebiger Gestalt, hat Verf. in 
B § 26 gezeigt. 

a 2) Für negative Werte von (§ — x) vgl. man die zweite Bemer- 
kung nach der Formel (36). 
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Die Substitution von (57) in (58) und Ausführung der 


Integration gibt 
(59) 1 pr 1 r3 + 3! 
| 
| 
Bedenkt man, daß = und — = — sehr kleine Größen sind, tee 


wenn die betrachtete Scheibe weit entfernt von den Enden 


= 
Au 


der Réhre gedacht ist, so ergibt sich aus (59) die gesuchte, wer 
von unabhängige Formel (12). 

Bemerkenswert ist, daß im vorigen Paragraphen nur von a 


Wahrscheinlichkeiten die Rede war, während hier für das _ 
Problem der langen Röhre die Austrittswahrscheinlichkeit 
durch die Einfallsdichte ersetzt ist. Dies ist nicht unbedingt 
notwendig. Substituiert man nämlich in (58) K nach (16), g(§) 
nach (50) und (51), und w,,(€ — x) nach (30), so bekommt man 


é 


60) W=- f 
ö 

Diese Gleichung, die gültig ist sowohl für kurze als für lange i: 


Röhren, unabhängig von der Wahl von 2, ist der Gl. (37) ganz a 
analog. Nur ist es dem Verf. bisher nicht gelungen, auch . 
diese Gleichung „a priori einzusehen“, wie es ihm für die ane 
Gl. (37) so leicht fällt. u 
Es ist nach der Herleitung von (60) deutlich, daß de 
Substitution von w(z)= > die Ausführung der Integration =, 


und die Vernachlissigung von Potenzen von und 
gegen eins wieder das richtige W = = geben wird. 


Die vollständige wahrscheinlichkeitsrechnerische Bestim- 
mung des W für die lange runde Röhre sollte sich daher 
folgendermaßen gestalten: 

Man bestimmt die Formeln (32) bis (35), schreibt die 
Integralgleichung (39) an und zeigt, daß für die lange Röhre 


1) Für negative Werte von (€ — x) vgl. man die zweite Bemerkung 
nach der Formel (36). 


u 
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), als 
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— w(z) = T eine Lösung ist. Nun setzt man die „a priori zu 
| Gleichung (60) an, substituiert das gefundene 


T und erhält, unter Vernachlässigung von den kleinen 


Sr 


: 


86. Die Anwendung der Strömungsformeln 
in der Hochvakuumtechnik 


Eine der wichtigsten Anwendungen der Formeln für die 
Molekularstrémung ist sicher die Abschätzung einer Vorrich- 
tung zum Erreichen eines Hochvakuums in der Technik. Bei 
der technischen Herstellung der elektrischen Glühlampen, der 
_ Empfang- und Senderöhren für die drahtlose Telegraphie und 
4 Telephonie, der Röntgenröhren usw. liegt immer die Aufgabe 
vor, die in der Röhre entwickelten Gase so schnell wie mög- 
lich wegzupumpen. Es ist daher dann auch selbstverständ- 
lich, daß fast alle Autoren in ihren Darstellungen der Hoch- 
vakuumtechnik der Knudsenschen Molekularstrémung eine 
kurze Auseinandersetzung widmen. Das bekannte Rezept 
lautet immer: wähle die Durchmesser der zu benutzenden 
Röhren immer so groß, die Längen aber so klein wie möglich. 
Der Strömungswiderstand ist der Länge proportional, der 
dritten Potenz des Durchmessers aber umgekehrt proportional. 
Hieran ist wenig prinzipielles hinzuzufügen. Nur möchte 
_ Verf. dieses Rezept erläutern durch eine Tabelle, der fast 
sofort die Zeit zu entnehmen ist, die zum Evakuieren eines 
Behälters über eine bestimmte Kanalisation nötig ist. 
a Wir betrachten einen Behälter vom Volumen V, der 
durch ein Röhrensystem mit der Hochvakuumpumpe ver- 
bunden ist. Das Gas im Behälter habe zur Zeit t = 0 einen 
Druck p, = p,, und wird durch die Pumpe weggepumpt. Der 
augenblickliche Druck p, genügt der Gleichung 


(61) —Vdp,=Jdt 


oder nach (9) und (8) 
(62) —Vdp,= Pur dt, 
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wenn p, der Druck oben in der Pumpe ist. Andererseits ge- 

nügt p, der Gleichung 

(63) — Vdp, =Gp,dt, 

wobei G die Geschwindigkeit der Pumpe darstellt. Die Eli- 

mination von p, aus (62) und (63) ergibt 2 

(64) —Vdp,= 


und Integration dieser Gleichung 
(65) t=V w) log nat 
Pr 
Das Röhrensystem, das den Behälter mit der Pumpe 
verbindet, besteht aus verschiedenen hintereinander geschal- 
teten Röhren mit verschiedenen Durchmessern. Auch ein 
zwischengeschalteter Hahn ist als eine kurze Röhre zu be- 
trachten. Diesen verschiedenen Röhren entsprechen verschie- 
dene Widerstände ©’, w”, ©”... und man kann sich daher 


die Gl. (65) auch wie folgt geschrieben denken: Er 
(66) t=V + + ) log nat 2. = 
Pr 


Gleich wie (65) läßt auch (66) erkennen, daß man die 
reziproke Geschwindigkeit der Pumpe als einen Widerstand 
betrachten kann.!) Wir denken uns nun die folgende Reihe 
von Versuchen gemacht. 

1. Der Behälter sei direkt mit der Pumpe verbunden 
ohne Zwischenschaltung irgendeiner Röhre. Es werde wie 
früher vom Druck p,, bis auf den Druck p, entleert. Nach 
(65) ist die hierzu erforderliche Zeit gegeben durch 
‚1 
67) t,= V- log nat 

2. Der Behälter sei durch die erste Röhre angeschlossen 
an ein unendlich großes Volumen, das ganz leer ist. Wieder 
werde die benötigte Zeit bestimmt für eine Abnahme von p,, 
auf p,. Für diese Zeit ergibt sich 
(68) ! = V-o' log nat = . 


1 


1) Diese Auffassung der reziproken Pumpgeschwindigkeit findet 
man bei S. Dushman, Production and Measurement of high vacuum, 
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ee ” 3. usw. Versuche wie unter 2., aber mit der zweiten, 
dritten ... Röhre: 

+ (69) log nat —* usw. 


Br: Nach (67) bis (69) läßt (66) pel also in der Gestalt 


MER Wir wollen jetzt in etwas willkürlicher Weise mit Pumpzeit 

und partiellen Pumpzeiten diejenige Werte von t, t,, t’, t”... 
bezeichnen, die dem Verhältnis 


7 Pio — 1000 oder log nat Zr = 6,9078 
Pı Pı 1 

schreiben weiter nach (67) 


für die. Hihne des Röhrensystems nach (69) Gleichungen 
der Form 


(72) im) = V. 0m. 6,9078 = V- 


Die Größen zt wollen wir mit partiellen Pumpzeiten pro Volumen- 
= einheit bezeichnen. 


Für die Röhren des Systems, die fast immer wie „lange 
wy Röhren“ betrachtet werden können mit einem ihrer Länge 


Berge Widerstand [vgl. (6)], definieren wir partielle 
 Pumpzeiten o pro Volumeneinheit und pro Längeneinheit durch 
die (69) entsprechenden Gleichungen 


(m) 


Es ist nun deutlich, daß man mit Hilfe der Formel 
(74) t=V (z, SLm. om 


für jedes Röhrensystem sehr leicht die Pumpzeit berechnen 
kann, wenn man eine Tabelle der Größen r und o für die 
gebräuchlichen Hähne und Röhren besitzt. Tab. 4 stellt eine 
solche dar unter Voraussetzung, daß das wegzupumpende Gas 
von 18°C ist. Bei Benutzung dieser Tabelle müssen 
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in (74) die Längen L(® in Metern, der Inhalt V in Litern aus- 

gedrückt werden, um die Pumpzeit t in Sekunden zu ergeben. 
Die Größe o der Tabelle ist berechnet mit Hilfe der 

Formel 

3-6,9078 

(75) 

die aus (73), der zweiten Formel von (6) und der zweiten 

Formel von (10) hervorgeht, indem man nachher mit 10° 7 

multipliziert, um von den 0.G.8.-Einheiten auf Liter und Meter a 


~ 
Tabelle 4 ae 

D Durchmesser der Röhre in Millimetern 

o partielle Pumpzeit für Stickstoff bei 18°C in Sekunden 


pro Liter und pro Meter u, ee 
4: 
p | « | D D 
| 
0,2 7032000 4,5 617 16 we. © 
0,4 879000 5,0 450 17 a 
0,6 260500 5,5 338 18 965  — 
08 | 109400 6,0 260 19 8,20 8 
10 | 56260 6,5 205 20 7,03 i 
1,2 32560 7,0 164 22 5,28 
1,4 20500 7,5 133 24 4,07 at, 
1.6 13730 8,0 110 26 3,20 2758 
1,8 9646 8,5 91,6 28 2,56 any 
2,0 7032 9,0 772 30 2,08 id ag fu 
2,2 5283 9,5 65,6 32 1,72 che 
2,4 4070 10 56.3 34 1,43 2% 
2,6 3201 11 42,3 36 | 1,21 
2,8 2563 12 32,6 38 1,04 > 
3,0 2084 13 25,6 40 0,88 an 
35 1312 14 20,5 
| 879 15 16,7 


> 


D Durchmesser der Hahnbohrung in Millimetern 
L Tiefe der Hahnbohrung in Millimetern ‘ie q 

t partielle Pumpzeit für Stickstoff bei 18°C in Sekunden 4 ri vn 


pro Liter u 


Beschreibung des Hahns D | L DE 
Nr. 106, Dreiwegh., 1 Loch im hohlen Zapfen | 6 | 1,5 | 2,60 
„ 106, Zweiwegh., 2 Löcher i.h.Z. . . .| 6 !2x15 5,20 
„ 107, Zweiwegh., 2 Löcher i. 257% 1,80 
» 110, Dreiwegh., 1Loch i.h.Zz.. .... 5 1,5 3,89 
, 111, Zweiwegh. . rs nes 2 9 | 88,0 
a ‚117, Zweiwegh. . 6 15 | 6,62 
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Tabelle 4 (Fortsetzung) 
G Geschwindigkeit der Pumpe in Liter pro Sekunde 
t, partielle Pumpzeit in Sekunden pro Liter 


Pumpe G 

Langmuirsche metallene Kondensationspumpe }) 3 2,3 
Neuere metallene Diffusionspumpe?) . . . .| 5,5 1,3 
Gaedesche dreifache Pumpe?) . el 15 0,46 
Kurth-Rugglessche gläserne Pumpe 2), 3,5 2,0 
Paynesche zweifache Pumpe?) . . 60 0,11 
Gaede-Keesomsche große Diffusionspumpe 


überzugehen. Die mittlere molekulare Geschwindigkeit ist 
bekanntlich gegeben durch 


(R = Gaskonstante, T = pre Temperatur und M = Masse 
eines Moles). 
Das r der Tabelle ist bestimmt durch die Formel — 
4-6,9078 


3 
(7%) 


die sich nach (72), der ersten Gleichung von (6), p, = 0, (10), 
(11) und (16) ergibt, indem man mit 10? multipliziert, um von 
den C.G.S.-Einheiten auf Liter überzugehen. W ist der zweiten 
Spalte der Tab. 2 entnommen. 

Beispiel. Es sei ein Gefäß von 3 Liter zu pumpen über 
eine Kanalisation, die zusammengesetzt ist aus einer Röhre 
von 0,8 m Länge und 17 mm Durchmesser, einem Hahn Nr. 117 
und einer Röhre von 0,5 m Länge und 11 mm inneren Durch- 


messer. Die Geschwindigkeit der Pumpe sei 3 Liter pro Se- 
kunde. Nach (74) und der Tab. 4 ergibt sich für die Pump- 


zeit t= 3 (2,3 + 6,6 + 0,8 - 11,5 + 0,5 - 42,8) = 118 Sek. 

Es ist nach (75) bis (77) deutlich, wie man durch Multi- 
plikation mit Y M/Meticxstow die Pumpzeiten für andere Gase 
als Stickstoff erhält. Für Wasserstoff z. B. ergeben sich etwa 


1) Vgl. S. Dushman, Production and measurement of high va- 
cuum, 8. 66. 
2) Vgl. S. Dushman, Journ. Frankl. Inst. 211, S. 689, 1931. 
3) W.Gaede u. W.H. Keesom, Comm. Leiden Nr. 195. S. 1. 1929. 
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viermal kleinere Pumpzeiten. Für Gasgemische (wie Luft) muß 
man bei genauer Rechnung die Pumpzeiten für die einzelnen 
Komponenten jede für sich betrachten; eine teilweise Ent- 
mischung tritt ein. 

Eine Abhängigkeit der Pumpgeschwindigkeit von der Natur 
des Gases ist hier im allgemeinen nicht berücksichtigt. 

Auch die Zeiten, erforderlich um den Druck in einem 
anderen Verhältnis als 1000 zu erniedrigen, sind leicht zu 
bestimmen. (65) läßt erkennen, daß diese Zeiten dem Loga- 
rithmus dieses Verhältnisses proportional sind; die Pumpzeit 
ist also mit q/3 zu multiplizieren, wenn das Verhältnis 10% ist. 

Es versteht sich, daß die berechneten Pumpzeiten nur 
richtig sind für Druckerniedrigungen, die ganz in einem 
Druckintervall gelegen sind, wofür die Bedingung „freie Weg- 
länge > Durchmesser der Röhren“ gültig ist. Daß man 
z. B. bei einer langen Kapillarröhre, die verwendet wird zum 
Evakuieren eines großen Behälters gefüllt mit Gas von einer 
Atmosphäre, sehr lange warten muß, bevor dieser Bedingung 
genügt wird, braucht keinen weiteren Nachweis. Zur Orien- 
tierung geben wir in der Tab. 5 die mittleren freien Weg- 
längen 4 von verschiedenen Gasen bei 25° C und einem Druck 
von 1 bar (75,0-10—5 mm Hg)?) und bringen in Erinnerung, daß 
2 dem Druck umgekehrt proportional ist. 


Tabelle 5 


ae 


Berechnung der „Pumpzeit“ ist denn 
auch nur, eine so einfache Methode der ungefähren Ab- 
schätzung einer Hochvakuumanlage anzugeben, daß man die 
quantitative Beurteilung der Pumpgeschwindigkeit dieser An- 
lage auch dem physikalisch nicht Geschulten überlassen kann. 


1) Die Werte der Tab. 


5 haben wir dem Dushmanschen Buche vn 
(S. 237) entnommen. ae 
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Tab. 4 zu erwähnen, die nach dem im Anfang dieses Para- 
graphen Gesagten gerade eine sehr große Bedeutung für die 
 Hochvakuumtechnik hat. 


behält? 


Zum Schluß ist eine zweite Anwendungsmöglichkeit der 


Es finde in einem Gefäße eine Jortwährende ( ns 
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= 
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Qu 
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Es gilt in Übereinstimmung mit (64) I 
@ 


- t t 
(79) 


~ 


4 69078 ~ 7 

Ist also die Gasentwicklung bekannt, so kann man nach 
(79) und (74) der Tab. 4 sofort entnehmen, wie man die Pump- 
anlage konstruieren soll, um den gewiinschten kleinen Druck p, 
im Behälter zu erhalten. 

Es ist deutlich, daß bei den modernen Hochvakuumpumpen 
und den hiermit erreichbaren niedrigen Drucken diese zweite 
Anwendung der Tab. 4 für praktische Zwecke sehr zuverlässige 
Resultate gibt. 


Zusammenfassung 

Knudsen und v. Smoluchowski haben die Formeln ab- 
geleitet für die stationäre Strömung sehr verdünnter Gase durch 
zylindrische Röhren mit einer gegen die Querabmessungen großen 
Länge. Dushman hat eine ähnliche Formel gegeben für runde 
Röhren beliebiger Länge. In vorliegender Arbeit wird gezeigt, daß 
die Dushmansche Formel, die man für lange Röhren sehr plau- 
sibel machen kann (§ 3), für kurze Röhren höchstens als eine rohe 
Annäherung betrachtet werden darf und daß die strenge Lösung 
für eine Röhre beliebiger Länge sich ergeben soll aus einer 
Integralgleichung, die sich auf geometrische Wahrseheinlich- 
keiten bezieht. Für den Fall, daß der Radius der Röhre r 
größer ist als die Länge L oder kleiner, aber von derselben 
Größenordnung als L(r Sig und für den Fall, daß r sehr klein 
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ist gegen L, lassen sich Lösungen der Integralgleichung be- ai 
stimmen. Die Lösung fir r<ZL (§§ 4 und 5) führt zu der 
Knudsenschen Formel für die lange runde Röhre, während 
die Lösung für r ZL ($ 4) für kurze Röhren eine solche gute 
Annäherung liefert, daß sogar für r= L die Genauigkeit noch — 
größer ist als 1 Promille, wie sich aus einer numerischen 
Lösung der Integralgleichung für diesen Fall ergeben hat. za 

In $2 sind die geläufigen Formeln für die Molekular- 
strémung auf kinetische Veränderliche transformiert und sie 
bekommen hierbei die ganz allgemeine (Gestalt 


K=W-S-»,. 
K ist die Anzahl der Moleküle, ie pro Sekunde von einem Een 
ersten Behälter durch die betrachtete Röhre nach einem zweiten ae 
Behälter geht; S ist die Oberfläche des Querschnitts der Réhre 
und », die Anzahl der Moleküle, die pro Sekunde 1 cm? der : 
Wand des ersten Behälters trifft. Die entsprechende Zahl», 
für den zweiten Behälter ist = 0 gedacht. Die dimensions- 
lose Größe W stellt daher nichts anderes vor als die Durch- 
laufswahrscheinlichkeit. Dieses W ist in dieser Arbeit für 
kurze und lange runde Röhren berechnet worden. Für lange 
untiefe Spalte und für lange tiefe Spalte sind nur die ent- 
sprechenden Resultate mitgeteilt ($ 4). 

Die eigentliche physikalische Bedeutung der Molekular- 
strömungsversuche ist in § 2 besonders betont. Wird die 
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung der Moleküle voraus- 
gesetzt, so belehrt uns der Strömungsversuch nur darüber, ob 
überhaupt irgendeine Reflexion vorliegt oder nicht; etwas 
quantitatives über diese Reflexion sagt der Versuch nicht aus. 

In 86 wird eine Tabelle für die Praxis gegeben, 
die es in sehr einfacher Weise ermöglicht, für jede Hoch- 
vakuumpumpanlage ein quantitatives Urteil über die Pump- 
geschwindigkeit dieser Anlage zu fällen. Für den Fall einer fort- 
währenden Gasentwicklung in einem Gefäße an der Pumpe läßt 
sich mit Hilfe dieser Tabelle leicht der stationäre Enddruck in dem 
Gefäße bestimmen, wenn dieGasentwicklung und die Konstruktion 
der Kanalisation zwischen Gefäß und Pumpe gegeben sind. 


Eindhoven, Oktober 1931. 
(Eingegangen 26. November 1931) 
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Physik. 5. 


Das 


H. Hermann 


Ein SnisiMiatiaitanseten werde durch eine Großkreisebene 
halbiert. Jede der entstandenen Hälften sei in sich starr, die 
eine Hälfte als solche jedoch gegen die andere senkrecht zur 
2 Trennungsebene ein wenig verschiebbar. Dabei werde das Feld 
durch eine niedrige, zylindrische Überlappung zusammen- 
gehalten. Die äußere Kugel sei geerdet; die innere werde 
auf der konstanten Spannung V gehalten. 

Die Kapazität K des geschlossenen Kugelkondensators 
wächst bei der beschriebenen virtuellen Verschiebung ial 


q 
wo h die ah r das geometrische Mittel der beiden 
Halbmesser, d die Dicke des Dielektriks, ¢ seine Dielektrizitäts- 
konstante bedeutet. Die Energie im Kondensator steigt dabei 
7 an um 

dW=}4V?dK. 

f Dieser Zuwachs kann aufgefaßt werden als Arbeit des Kraft- 
ron röhrenquerdrucks D. Ist der Kondensator eng, so ist die 
<a Größe D merklich konstant, daher 
dW=D.-2ard-h, 


und unter derselben Voraussetzung ist die Feldstärke & kon- 
stant oder 


= ED. 


e 
Sn 


- 
\ 
eae Es ergibt sich somit nebenbei der Maxwellsche Zusammenhang 
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4 


Das Instrument unterscheidet sich von den Elektrometern nach 
Mach (1883) und Lippmann (1886) dadurch, daB kein Kraft- 
röhrenzug an der Abstoßung beteiligt ist.) Im ER 


LIE 


Das Querdruckelektrometer 
Fig. 1 


ist damit eine Einbuße an Empfindlichkeit verbunden. Der 
Zweck ist daher in erster Linie prinzipiell; das Instrument 
zeigt, daß der Querdruck als reale Erscheinung isoliert En 
werden kann. 

Die Darstellung von P als summiertes Produkt der von 
einer Kondensatorhälfte erzeugten Feldstärkenbeiträge am Ort 


1) Fr. Kottler, Hdb. der Physik XII, S.399; vgl. auch J. H. Jeans, 
The Mathem. Theory of El. and Mag. 5. ed. p. 147. 1925. Auch bei 
2 p- 150, unv Der Entwurf entstand 


ul Kraftb zwischen den Kondensatorhälfteı | 
al 
r 
| 
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der andern mit den daselbst sitzenden Ladungen ist vom Verf. 


ebenfalls ausgearbeitet worden, soll jedoch hier, als grundsätz- 


Die Arbeit bedeutet einen kleinen Beitrag zu dem einst 
_ von Franz Richarz?) aufgestellten Programm des Einzel- 
nachweises aller von der Maxwellschen Theorie geforderten 


Erscheinungen. 
2 1) Vgl. z.B. M. v. Laue, Die Relativitätstheorie I, 4. Aufl., $ 15, 
61. 148 und 157; über die Realitätsfrage ebenda 8. 121. 1921; ferner 


2) Franz Richarz, Die Naturwissenschaften 1. S. 4. 1913, fort- 
gesetzt 4. S. 741. 1916; ein Einwand von F. Emde und ein Vorschlag 
des Verf. zu seiner Behebung Ztschr. f. phys. u. chem. Unterr. 36. 
S. 283. 1923. 


Tübingen, Oberrealschule. 


(Eingegangen 24. November 1931) 
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Über die Brownsche Molekularbewegung 


als Grenze der Meßtechnik 


Ein Galvanometersystem hat infolge der Brownschen Molekular- 
bewegung im Zeitmittel eine potentielle Energie von 


1kT = 2.107 Wattsee 


Von M. Czerny 


bei Zimmertemperatur. Ein Meßvorgang besteht darin, daß elektrische 
Energie in potentielle Energie des Galvanometersystems (Torsion der 
Aufhängung) verwandelt wird. Für die Konstruktion von Instrumenten 
kommt es darauf an, daß ein möglichst großer Bruchteil der für den 
Meßvorgang zur Verfügung stehenden Energie in potentielle Energie 
des Systems umgewandelt wird. Dieser Bruchteil wird als Nutzeffekt 7 E 
des Instruments definiert. An dem Beispiel des Drehspulgalvanometers = 
werden die Nutzeffektwerte berechnet. Das Resonanzradiometer von 4 
Hardy wird besprochen, sein Nutzeffekt berechnet und nicht größer 
gefunden als bei anderen Galvanometerkonstruktionen. Zum Schluß 
wird auf den außerordentlich kleinen Nutzeffekt (10~') hingewiesen, 
mit dem Strahlungsenergie bei dem Meßvorgang durch Thermoelement 
und Galvanometer umgewandelt wird. 


Die Bedeutung der thermodynamischen Schwankung für 
die Meßtechnik ist von theoretischer Seite her bereits vor 
vielen Jahren erkannt und ziemlich ausführlich durchgearbeitet __ 
worden. Die Experimentatoren sind im wesentlichen erst 
durch die Arbeit von Ising auf die große praktische Bedeu- 
tung dieser Erscheinungen aufmerksam geworden. Daraufhin 
ist in den letzten Jahren über dieses Thema eine größere 
Anzahl Arbeiten experimenteller und theoretischer Natur ver- 
öffentlicht worden, durch die eine große Anzahl Einzelfragen 
im wesentlichen geklärt sind. Die folgenden Bemerkungen be- 
absichtigen weniger prinzipiell ganz neue Aussagen auf diesem 
Gebiete zu bringen, vielmehr sollen manche schon bekannte 
Resultate in einer etwas anderen Form dargestellt werden, 
die Vorteile zu bieten scheint. i “if 
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Es soll diejenige Klasse von Meßinstrumenten betrachtet 
werden, bei denen ein um eine Achse bewegliches System 
durch einstische Kräfte an eine Ruhelage gebunden ist und 
durch den Meßvorgang aus dieser Ruhelage abgelenkt wird. 
u E-- handelt sich also um die gewöhnlichen Galvanometer, 
_ Elektrometer, Radiometer usw. Aber auch die Waage kann 
man dazu rechnen. Früher war das konstruktive Hauptziel, die 
Instrumente so zu bauen, daß bei einer vorgegebenen kleinen 
Meßgröße (elektrische Stromstärke, Spannung oder dgl.) eine 
=. möglichst große Drehung erfolgt, damit bei der üblichen Beob- 
. seman mit Spiegel, Skala und Fernrohr noch ein 
ablesbarer Ausschlag entsteht. Durch das Mollsche Thermo- 
_ relais und seine zahlreichen neuen Varianten ist diese Sorge 
7 a weitgehend behoben. Dagegen hat man erkannt, daß die 
_ thermodynamischen Schwankungserscheinungen eine fiir die 
Praxis weit gréBere Bedeutung besitzen als ursprünglich an- 
genommen wurde. Sie setzen der Meßtechnik eine neue Art 
Be... aus der sich ein prinzipiell anderes Konstruktionsziel 
für höchstempfindliche Instrumente ergibt. 
Wenn man die Verhältnisse beim Spiegelgalvanometer als 
einem besonders wichtigen Beispiel betrachtet, so ergibt sich 
folgende Lage: Das bewegliche System des Galvanometers 


befindet sich niemals in Ruhe — auch wenn alle Boden- 
erschiitterungen ferngehalten werden —, sondern führt 
er, dauernd unregelmäßige Schwingungen um seine Nullage aus. 


Wenn mit g der Winkel bezeichnet wird, um den das System 
L ER aus seiner Nullage gedreht ist, und das rücktreibende Dreh- 
moment der Aufhängung i in der Form 


he =144g?. Aus der statistischen Mechanik folgt, daß die 
_ Nullpunktschwankungen eine solche Größe besitzen, daß der 
zeitliche Mittelwert dieser potentiellen Energie beträgt 
Bot 
(1) | = 2,0 - erg, 
ER | = “i - 10721 Wattsec bei 19° C. 
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Ausführliche Untersuchungen haben gezeigt, daß diese 
Schwankungen in ihrer Größe davon unabhängig sind, ob das 
Galvanometer mit einem geschlossenen Leiterkreis verbunden 
oder offen ist. Nur in der Bewegungsform macht sich der 
verschiedene Dämpfungszustand des Galvanometers bemerkbar. 
Je geringer die Dämpfung, um so deutlicher tritt die Eigen- 
schwingung des Galvanometers in den Schwankungen zutage. 

Will man mit dem Instrument einen elektrischen Strom 
durch Beobachtung des erzeugten Ausschlages messen, so läßt 
man das Instrument als Elektromotor wirken und Strom- 
energie in potentielle Energie der Aufhängung verwandeln. 
Der beobachtete Ausschlag zeigt, wieviel potentielle Energie 
während des Meßvorganges angesammelt wurde. Hier setzt 
nun die Schwierigkeit ein, daß das Galvanometersystem außer 
der eben zugeführten potentiellen Energie noch einen weiteren 
Betrag an potentieller Energie infolge der Brownschen Mole- 
kularbewegung besitzt, der aber nur seinem Mittelwert nach 
bekannt ist und von dem man nicht weiß, ob er während der 
Meßzeit zugenommen oder abgenommen hat. Die Messung der 
Energie, die dem Galvanometersystem durch den elektrischen 
Strom zugeführt wurde, wird also in dem Maße unsicher, als 
dieses Energiequantum in die Größenordnung 4k T gelangt. 
Daraus lassen sich mehrere Folgerungen ziehen: 

1. Nur für die Messung eines einzelnen Energiequantums 
bedeutet der Betrag 4k T eine, wenn auch nicht scharf defi- 
nierte Grenze, dagegen besteht keine solche Grenze für die 
Messung von Stromstärken, Spannungen und dgl. Man kann 
prinzipiell jeden beliebig schwachen Strom messen, wenn ein 
genügend großes Spannungsgelälle vorliegt und man nur 
dafür sorgt, daß der Strom genügend lange fließt und daß 
das Galvanometer genügend lange Zeit Stromenergie in 
potentielle Energie verwandelt, bis ein Betrag größer als }k T 
erreicht ist. 

2. Die Genauigkeit, mit der man die dem Galvanometer- 
system zugeführte Meßenergie bestimmen kann, wird dadurch 
beschränkt, daß während der Meßzeit gleichzeitig ein Energie- 
austausch mit der Umgebung in der Form der thermodyna- 
mischen Schwankungen stattfindet. Um bei einer Einzel- 
messung einen vorgegebenen Genauigkeitsgrad mit einer vor- 
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gegebenen Wahrscheinlichkeit erreichen zu können, muß man 
wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine thermodynamische 
Energieschwankung von vorgegebener Größe innerhalb der 
Meßzeit zu erwarten ist. Da der Energieinhalt des Galvano- 
metersystems an Molekularbewegung zu Anfang und zu Ende 
der Meßzeit nicht ganz unabhängig voneinander ist, hat man 
es mit einem Fall von Wahrscheinlichkeitsnachwirkung zu 
tun, dessen genaue Durchrechnung schwierig ist, und sich 
nicht in allgemeiner Form angeben läßt, da der Dämpfungs- 
zustand des Galvanometersystems dabei eine entscheidende 
Rolle spielt.') 
; Für viele Zwecke genügt aber schon ein allgemeinerer 
0 Überblick über die Energieschwankungen, die in beliebigen 
es Zeiträumen eintreten. Nach der statistischen Mechanik ist 
die Wahrscheinlichkeit W (g) dg, das System in dem Winkel- 
bereich g bis g +dg infolge der Molekularbewegung anzu- 
treffen 


Dabei ist y?, wie schon oben angegeben, bestimmt durch die 


Beziehung 


Durch Integration errechnen sich daraus die in der Tab. 1 
ie Wahrscheinlichkeiten für die verschiedenen 
Winkelbereiche. 

Führt man dem Galvanometersystem als zu messendes 
Energiequantum den Betrag a}k T zu, so kann man aus der 
Tabelle ungefähr ablesen, mit welcher Wahrscheinlichkeit man 
einen bestimmten Genauigkeitsgrad bei einer Einzelmessung 
erwarten kann. a möge im folgenden als Genauigkeitsfaktor 
bezeichnet werden. Wenn man mit einiger Sicherheit eine 
 Meßgenauigkeit von 1 Proz. erreichen will, wird man a etwa 
gleich 1000 wählen müssen. Um nur sagen zu können, daß 


1) Vgl. R. Gans, Schriften der Königsberger Gelehrten - Gesell- 
schaft, Naturwissenschaftliche Klasse Heft 5, 1930. Verlag Niemeyer, 
alle a. S. 
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Tabelle 1 Der 
besteht die 
Wahrscheinlichkeit 
Winkelbereich Energiebereich | den 
14kT 0,317 
» 
ip|=2-V Eno, = 444T 0,045 
lpl=3-Vq Eno, = 94 0,003 
= ; 
|p| =4 Vo Eopot =161kT 0,00006 


ein Ausschlag mindestens zum Teil von einer zugefiihrten 
Meßenergie herrührt, setzt Ising in seiner ersten Arbeit 
a= 16, was nach Tab. 1 sicher ausreicht, während Hardy 
a= 4 wählt. 

Natürlich hat es auch einen Sinn, Galvanometerausschläge 
zu beobachten, wenn das zu messende Energiequantum gleich 
oder kleiner als 3kT ist (also a=1), doch wird dann die 
Genauigkeit der Einzelmessung sehr gering. Man ist dadurch 
zu entsprechenden Wiederholungen der Messung gezwungen. 
Das läuft aber schließlich wieder darauf heraus, daß die wäh- 
rend einer solchen Meßgruppe zugeführte Energie größer als 
1k T sein muß.') 

3. Um dem Galvanometersystem während der MeBzeit die 
potentielle Energie a} kT zuzuführen, muß man dem ganzen 
Instrument im allgemeinen ein größeres Energiequantum zur 
Verfügung stellen, da ja nicht alle zugeführte Energie in 
potentielle Energie des Galvanometersystems verwandelt wird, 
vielmehr ein großer Teil als Joulesche Wärme (oder irgend- 
eine andere unerwünschte Energieform) in Erscheinung tritt. 
Nur der Bruchteil der zur Verfügung gestellten Energie, der 
als potentielle Energie des Galvanometersystems in Erschei- 
nung tritt, ist für die Messung von Nutzen. Es ist daher 
zweckmäßig, diesen Bruchteil als Nutzeffekt 7 des Instruments 
zu definieren. Man muß dem Instrument die Energie 


= ask T zuführen, damit bei dem System die Energie a} k T 


N 


?. 


8: 


= 
og 
- ‘2 
1) Vgl. F. Zernike, Ztschr. f. Phys. 40. 8.631.1927, 00 
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in Erscheinung tritt. Sollen möglichst kleine Energiemengen 
gemessen werden, so kommt es darauf an, Instrumente mit 
möglichst großem Nutzeffekt zu bauen, 7 möglichst dem Werte 1 
zu nähern. 

Das kleinste Energiequantum Ein, das für eine Einzel- 
messung bei einem bestimmten, durch den Faktor a fest- 


gelegten Genauigkeitsgrad genügt, ist somit 
: | 


Eun = 


a ee Es sind also drei Faktoren maßgebend: 1. Nutzeffekt 7, eine 
= für das Instrument und seine Anwendungsart charakteristi- 
sche Konstante, deren Größenordnung sich oft schon nach 
allgemein technischen Erfahrungen abschätzen läßt, 2. der Ge- 
 nmauigkeitsfaktor a und 3. das auf einen Freiheitsgrad ent- 
fallende Quantum der molekularen Energie 4k T. 

Im folgenden soll am Drehspulgalvanometer als einem 
bekannten Beispiel eine ausführliche Berechnung der Energie- 
umsätze während einer Messung durchgeführt werden, und 
dabei der Nutzeffekt im oben definierten Sinne bestimmt 
werden. 

Die Bewegungsgleichung der Drehspule läßt sich unter 
Vernachlässigung des Einflusses der Luftdämpfung in der 
Form schreiben: 


“ nen FHy 


w w 


die Stromstärke im Galvanometerkreis wird: 
(6) i=—-(V-FH@). 


_ Kk Trägheitsmoment; F Windungsfliche; H magnetische Feld- 
‚stärke; w Widerstand des ganzen Stromkreises; 4 Direktions- 
moment der Aufhängung; V die äußere elektromotorische Kraft. 
j Mit den Abkürzungen: 
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wird die Bewegungsgleichung | | 


Die Konstante &, bestimmt die Schwingungsfrequenz der Gal- 
vanometerspule bei Fortfall jeglicher Dämpfung, auch der 
elektrodynamischen, die zugehörige volle Schwingungsdauer 
Die Konstante gm, gibt den Endwert 


beträgt also t, = = 


®o 
des Ausschlages g, den das Galvanometer erreicht bei der 
angelegten Spannung V. Die Konstante « charakterisiert den 
Dämpfungszustand des Instruments. Für & >, erfolgt die 
Einstellung aperiodisch, kriechend. Für « < w, treten Pende- 
lungen um die Endlage ein. Bei «= w, liegt der sogenannte 
aperiodische Grenzfall vor. In der Praxis benutzt man die 
Instrumente meist nahezu im aperiodischen Grenzfall. Es soll 
daher dieser Zustand, bei dem & = @, ist, zuerst untersucht 
werden. 

Aperiodischer Grenzfall 


Das Integral der Bewegungsgleichung mit den Anfangs- 
bedingungen = p = O fir t = 0 ist 


(10) | 
Dann wird die potentielle Energie 
Durch Einsetzen der Werte von (6), (7) und (8) ergibt sich = 
72 om -—at)2 
Die kinetische Energie wird analog £ > 
Exo = KG? =1K at Pe-22¢, 
12) Exin = -ate- at, 


t 
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Alle drei Energieausdriicke sind von gleicher Gestalt. 
Der erste Faktor V?t/w gibt das Maximum der Energie, die 
ür den Meßvorgang im Laufe der Zeit ¢ zur Verfügung ge- 
stellt wird. Der zweite Faktor gibt an, welcher Bruchteil 
dieser elektrischen Energie in die betreffende andere Energie- 
form übergeführt wird. Der zweite Faktor ist also im Fall 
der potentiellen Energie identisch mit der vorher als Nutz- 
effekt 7 definierten Größe: 

(14) 


at 
Die Zeit tritt in en zweiten Faktoren immer nur in der 
_ Verbindung at= ni auf. Außer der Voraussetzung, daß 


das Galvanometer im “ aperiodischen Grenzzustand sein soll, 
charakterisiert nur die Angabe von t, die spezielle Galvano- 
meterkonstruktion. 

In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse einer Durch- 


rechnung mit t, = 40sec (« = 0,1571) und _— = 1 gegeben. 
Tabelle 2 


om Vit E E not Exin | Q 

2 | 0,040 0,01 | 0,005 0,33 | 0,168 1,13 | 0,565 
6 | 0,243 | 0,38 | 0,063 0,86 | 0,143 1,64 0,274 
10 | 0,466 | 1,38 0,138 0,68 | 0,068 2,00 0,200 
16 0,715 | 3,26 0,204 0,26 | 0,016 | 3,36 | 0,210 
20 0,821 | 4,29 0,214 0,12 | 0,006 | 5.13 0,257 
24 | 0,890 | 504 | 0210 | 005 | 0.002 | 7.58 0,316 


32 | 0,960 | 5,88 0,184 | 0,01 | 0,000 13,89 0,434 


40 0,986 | 6,19 0,155 21,25 0,531 
48 | 0,995 | 6,31 0,131 29,02 0,605 
Y ¥ Y Y Y Y 

| 
© | 1,000 | 6,37 | 0,000 | 0,00 | 0,000 |; — 19,10 | 1,000 


Spalte 1 und 2 der Tabelle zeigen, daß nach einer Zeit 
= 40sec =f, das Instrument bis auf nahezu 1 Proz. den 
a erreicht hat. Nimmt man nach dieser Zeit die 
Ablesung vor, so hat das Instrument mit einem Nutzeffekt 
von nur 15 Proz. die zur Verfiigung stehende elektrische 
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Energie in potentielle Energie verwandelt (4. Spalte. Etwa 
53 Proz. der Energie sind in Wärme verwandelt (letzte Spalte). 
Leider ist also die Zimmerheizung der „größte“ Effekt bei 
einer Galvanometermessung. Daß diese beiden Beträge zu- 
sammen nicht 100 Proz. ergeben, liegt daran, daß die bei 
der Bewegung der Drehspule auftretende elektromotorische 
Gegenkraft den Strom am Fließen hindert und so die Auf- 
nahme der zur Verfügung stehenden Energie zum Teil unter- 
bindet. Einen günstigeren Nutzeffekt von etwas über 21 Proz. 
erreicht man, wenn man bei dem Instrument die Ablesung 
bereits nach der Zeit t=t,/2 = 20 sec macht. Der dann 
erreichte Ausschlag von 82 Proz. des Endwertes ist wieder der 
angelegten Spannung V proportional wie der Endausschlag selbst. 

Hier zeigt sich aber noch eine gewisse Unvollständigkeit 
in der benutzten Definition des Nutzeffektes. Als zur Ver- 
fügung stehende Energie wird V*t/w angesehen, wobei für die 
Zeit t die Ausschlagsdauer eingesetzt wird. Nach dieser Zeit t 
muß man aber noch eine mindestens gleiche Zeit t warten, 
bis das Instrument auf den Nullpunkt zurückgekehrt ist und 
während dieser Zeit wird jede Energieaufnahme unterbunden. 
Die Meßperiode (Zeit von einer Messung bis zur nächsten) 
beträgt also reichlich das Doppelte der Ausschlagszeit. Es 
sind prinzipiell Instrumente denkbar, die während der vollen 
Meßperiode Energie aufnehmen (man denke an die Kilowatt- 
stundenzähler.. Es liegt daher nahe, den Begriff Nutzeffekt 
noch in etwas erweitertem Sinne dadurch zu definieren, daß 
unter „Nutzeffekt, bezogen auf die volle Meßperiode“, verstanden 
wird das Verhältnis der potentiellen Energie, die während der 
Ausschlagszeit angesammelt wird, zu der Energie, die dem 
Instrument während der vollen Meßperiode zur Verfügung 
gestellt wird. 

Der Nutzeffekt des Galvanometers, bezogen auf die volle 
Meßperiode, ist also nur knapp halb so groß wie der bisher 
berechnete Nutzeffekt bezogen auf die Ausschlagszeit. Er 
beträgt also nur etwa 7 Proz. Macht man die Ablesung be- 
reits nach 20 Sek., so dauert es wieder reichlich weitere 40 Sek., 
bis das Instrument zum Nullpunkt zurückkehrt. Und der 
Nutzeffekt, berechnet auf die volle Meßperiode, ergibt sich zu 
21/, Proz. = 7 Proz., also wieder angenähert wie vorhin. Damit 
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ist gezeigt, daß die Meßmethode mit verkürzter Ablesungszeit ir 
keinen Vorteil bietet. gi 
Nach diesen Ergebnissen fiir ein Instrument im aperiodi- 1 
schen Grenzzustand ist es naheliegend, gleiche Untersuchungen ze 
bei anderen Dämpfungsverhältnissen zu machen. k 
Aperiodischer Fall a 
ie Für den Fall des kriechenden Galvanometers ist « > «,. 
Es möge « = x@,= Zu gesetzt werden. Dann ist die Be- 8 
wegungsgleichung der Spule: 
9-9, 1-5 ( x )e (x— Vr—1) opt 3 
| 
(15) 1 
— (x + Vx®=1) wot 
| 
2 Vr-1 1 
Die Energie wird: (1 
w, 
_ ot? | 
= 
Der Nutzeffekt, bezogen auf die Ausschlagszeit t, ist also ge- 
geben durch: ( 
Für den Fall einer sehr starken Dämpfung « = 10 und Fe 
t, = 40 sec sind in der folgenden Tabelle einige Werte an- ( 
gegeben. Die Zahlen zeigen die gleiche Größenordnung wie 
t | Pi Pe | n Z 
— d 
10 0,073 0,034 KR 
20 | 0,146 | 0,068 
30 0,210 \ 
40 0,269 
50 0,325 0, 34 pee 
100 0,543 0,187 re 
200 0,792 0199 = 
300 0,906 017 
40 | 0,959 0,14 
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in dem zuerst behandelten Fall, liegen aber alle etwas un- 
günstiger. Nach 600 sec = 15 t, ist der Endausschlag bis auf 
1 Proz. erreicht. Der Nutzeffekt, bezogen auf die Ausschlags- 
zeit, beträgt dann 10 Proz., bezogen auf die volle Meßperiode 
knapp 5 Proz. Arbeitet man mit einer verkürzten Ausschlags- 
zeit von 200sec = 5t,, in der etwa 80 Proz. des Endausschlages 
erreicht werden, so ergibt sich nach der Tabelle ein Nutzeffekt 
von 20 Proz. Bezogen auf die volle Meßperiode, die etwa 
800 Sek. betragen würde, errechnen sich aber wieder nur 5 Proz. 


Periodischer Fall 


Für ein Galvanometer, das pendelnd seinen Endausschlag 
erreicht, ist « < @,. Es möge wieder « = xm, gesetzt werden, 
wobei x jetzt also kleiner als Eins ist. Die Bewegungsgleichung 
der Spule ist dann: 


me 


— p- cos (a, —x* t—x 2], 
18) as P, 1 e cos tgy = 
1 
mer 
(19) t= : g (x @ 6)" é at 
Der Nutzeffekt, bezogen auf die Ausschlagszeit t, ist also gee — 
geben durch: 
(20) 


@, t 


Für den Fall einer schwachen Dämpfung x=0,1 und t, = 40 sec 
sind in der folgenden Tab. 4 einige Werte angegeben. Die 
Zahlen zeigen, daß die Verhältnisse ungünstiger als in 
den vorhergehenden Fällen liegen. Auch bei dem ersten Um- 
kehrpunkt des Systems (nach 20,7 Sek., 1,7 facher Endausschlag) 
wird nur ein Nutzeffekt von etwa 10 Proz., bezogen auf die 
Ausschlagszeit, erreicht. 

Zusammenfassend ergibt sich also, daß das Galvanometer 
im aperiodischen Grenzzustand auch unter dem Gesichtspunkt 
des Nutzeffektes den relativ günstigsten Fall darstellt. Kleine 
Abweichungen von diesem se: wie man sie in 
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Tabelle 4 


5. Folge. 


der Praxis benutzt (Umkehrpunkt noch gerade erkennbar), 
ändern daran nichts wesentliches. 

Will man jetzt ermitteln, welche kleinsten Spannungen 
man mit dem Galvanometer im aperiodischen Grenzzustand 
messen kann, so hat man nach Gl. (3): 

Van € 1 


1) 
4.5 ez. 
Wählt man ¢ = ¢,, wobei nach Tab. 2 der Endausschlag bis auf 
etwa 1 Proz. erreicht ist, so ist 7 = 0,16 nach der gleichen 
Tabelle. 
Setzt man wie Ising a = 16, so erhält man: cs j 
V2. tp 


-16- 


—20 
0, 20-10 Wattsec. 


- 1021 


Lést man nach V auf, so ergibt sich genau der von Ising in 
seiner ersten Arbeit angegebene Ausdruck: 
(22) 4,5 10710 Volt. 


Setzt man a = 4, so wird: 


(23) 22 - 10-101 / Volt. 
Die Form (21) hat vor (22) den Vorzug, daB sie klar die 
drei Faktoren erkennen läßt, die zu der Begrenzung der 
Möglichkeiten fuhren. 
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Vor einiger Zeit ist zur Beobachtung kleinster Spannungen 
bei thermoelektrischen Strahlungsmessungen von Hardy das 
Resonanzradiometer!) angegeben worden, das ein besonderes 
Interesse bezüglich der Grenze seiner Leistungsfähigkeit bietet. 
Das Prinzip ist folgendes: Das Galvanometer ist ein Drehspul- 
instrument von 5Ohm innerem Widerstand, mit der Schwingungs- 
dauer t,= 4 sec und möglichst geringer Dämpfung. Die zu 
messende Strahlung, die auf ein Thermoelement fällt, wird mit 
einer solchen Periode unterbrochen, daß das Galvanometer durch 
die einzelnen Impulse aufgeschaukelt wird. Es wird angegeben, 
daß es sich etwa auf die 20fache Amplitude des statischen 
Ausschlages aufschwingt, und nach etwa 40 Sek. nahezu seine 
Maximalamplitude erreicht hat. Der wesentliche Gedanke dabei 
st, die zu messende Strahlung durch die aufgeprägte Unter- 
brecherperiode gegenüber jeder anderen zufälligen Störstrahlung 
auszuzeichnen, und das Instrument im wesentlichen nur auf sie 
ansprechen zu lassen. Die Schwingungen dieses Instruments 
werden nicht direkt beobachtet, sondern es wird mit Hilfe eines 
Lichtzeigers und eines sehr geschickten Thermorelais ein zweites, 
ebenfalls ganz schwach gedämpftes Galvanometer gleicher 
Schwingungsdauer aufgeschaukelt. Dessen Lichtzeiger wird 
dann photographisch registriert. Dies zweite Galvanometer soll 
im wesentlichen nur durch die periodischen Schwingungen des 
ersten beeinflußt werden, aber nicht durch dessen unregelmäßige 
Brownsche Molekularbewegung, so daß es sich den Effekt der 
zu messenden Strahlung aus der ungeordneten Bewegung ge- 
wissermaßen selektiv heraussucht. Leider zeigen die Versuche 
und die von Hardy genau durchgeführte Theorie, daß dieser 
bestechende Gedanke sich nicht voll zur Auswirkung bringen 
läßt. Macht man nämlich das erste Galvanometer sehr schwach 
gedämpft, so verliert die Brownsche Molekularbewegung des 
Systems in ziemlichem Maße ihren völlig ungeordneten Cha- 
rakter?), es tritt vielmehr die Eigenschwingung des Galvano- 
meters in der Brownschen Molekularbewegung stark bevorzugt 
auf. Infolgedessen verstärkt das zweite Galvanometer dann 
diesen Teil der Brownschen Molekularbewegung nahezu ebenso, 
wie die durch den Meßvorgang erzwungenen Schwingungen. 


1) J. D. Hardy, Review Scientific Instruments p. 429, 1930. 
2) Vgl. E. Kappler, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 233. 1931. 
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Daß es mit dem Instrument bisher nicht möglich war, die 
durch die Brownsche Molekularbewegung gesetzte Grenze zu 
überschreiten, geht aus den Angaben der Arbeit hervor. Als 
kleinste noch nachweisbare Spannung wird 4-10-1! Volt an- 
gegeben. Bei einem Widerstand von 5Ohm und einer Meßzeit 
von etwa 40 Sek. ergibt das 

Vit 16 - 1072. 40 


= 1,28 - 10720 Wattsec. 


Das ist also noch merklich größer als der Wert von 
4k T = 0,2. 1072 Watt/sec. Mit einem gewöhnlichen Dreh- 
spulgalvanometer würde man bei 5 Ohm inneren Widerstand 
und 40 Sek. Meßzeit nach Formel (23) 8. 10-2! Volt als minimale 
Spannung finden. 

Danach würde das Resonanzradiometer also etwas mehr 
leisten. Doch ist dieser Unterschied nicht sehr genau bestimmt, 
da erstens die Methode von Hardy zur Bestimmung der Span- 
nung gewisse Unsicherheiten enthält und vor allen von ihm 
nicht direkt das mittlere Schwankungsquadrat seiner Ablesungen 
angegeben wird, so daß man nicht genau weiß, mit welcher 
Sicherheit diese kleinsten Spannungen nachgewiesen wurden. 
Das ist aber zu einem genauen Vergleich mit den An- 
gaben der Formel (23) erforderlich, wegen des Genauigkeits- 
faktor a. 

Wenn man die Leistungsgrenze dieses Doppelgalvanometers 
mehr im einzelnen untersuchen will, so kann man zunächst 
das erste Instrument allein betrachten. Es liegt dort die Frage 
vor, mit welchem Nutzeffekt dieses sehr schwach gedämpfte 
Galvanometer die elektrische Energie in potentielle Energie 
verwandelt. Dabei kann man zur leichteren Durchführung der 
Rechnung annehmen, daß eine sinusförmige Wechselspannung 
vorliegt. Der Endwert der Amplitude des Galvanometers wird 
nur asymptotisch erreicht und man muß daher wieder eine 
Festsetzung treffen, daß als Meßzeit diejenige gelten soll, bei 
der die Amplitude 99 Proz. ihres Endwertes angenommen hat. 
Berechnet man unter diesen Bedingungen den Nutzeffekt mit 
den Instrumentdaten, wie sie Hardy angibt, so findet man ihn 
zu etwa 5 Proz., das ist, wie wohl auch ohne ausführliche 
rs zu erwarten war, die gleiche Größenordnung von 
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Nutzeffekt, wie sie bei den vorhergehenden Ausführungen fiir 


schwach gedämpfte Galvanometer bei Gleichspannung gefunden BEN 

wurde. 
Interessanter ist die Wirkung des zweiten Galvanometers, eat 3 

dessen ebenfalls schwach gedämpftes System unter Vermittlung Bu 


eines Thermorelais durch den Lichtzeiger des ersten Galvano- 

meters gesteuert und aufgeschaukelt wird. Es führt das auf a 

folgende allgemeine Frage: Bei den vorhergehenden Betrach- is 


ar 


tungen war immer vorausgesetzt, daß die Stellung einesGalvano- = 
metersystems nur zu Beginn und zu Ende einer Messung beob- © we 


achtet wird. Man würde aber aus dem Galvanometerausschag 
etwas mehr an Genauigkeit herausholen, wenn man den vollen = 
zeitlichen Verlauf des Ausschlages registrieren würde und dann 
unter Zugrundelegung der als bekannt vorausgesetzten Be- 
wegungsgleichung des Galvanometers diese registrierte Kurve 
analysieren würde. Angenommen man hat etwa ein Galvano- 
meter, das genau den Daten entspricht, wie sie den Rechnungen 
der Tab. 2 zugrunde gelegt sind, so kann man aus Spalte 1 und 2 
entnehmen, daß nach 10 Sek. 46,6 Proz. des Endausschlages 
erreicht sind. Der Ausschlag nach 10 Sek. dividiert durch 0,466 
ergibt also bereits rechnerisch den Endausschlag. Der nach 
20 Sek. erreichte Ausschlag ergibt durch 0,821 dividiert eben- 
falls den Endausschlag usf. Wenn es sich um Ausschläge 
handelt, die nahe der Meßgrenze des Instruments liegen, wird 
jede einzelne Ablesung durch eine thermodynamische Schwan- 
kung verfälscht sein. Wären diese thermodynamischen Schwan- 
kungen, wie sie bei der Ablesung nach 10, 20,... Sek. auf- 
treten, voneinander unabhängig, so würde sich ihr Einfluß 
weitgehend wegheben, wenn man den Endausschlag als ent- 
sprechend gebildeten Mittelwert der Ausschläge nach 10,20,..Sek.. 
berechnen würde. In Wirklichkeit sind aber die einzelnen | 
thermodynamischen Schwankungen nicht völlig unabhängig 
voneinander, und zwar um so weniger, je schneller die Ab- 
lesungen aufeinanderfolgen, und daher hebt sich ihr Einfluß 
bei der oben vorgeschlagenen Mittelwertbildung nur in geringem 
Maße fort. Eine genaue rechnerische Durchführung dieses 
Gedankens liegt meines Wissens nach noch nicht vor. Doch 
erkennt man, daß das zweite Galvanometer von Hardy eine 
technische E inrichtung ist, die in gewissem Sinne mechanisch 
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eine solche Mittelwertbildung durchfiihrt. Denn der Endausschlag, 
bis zu dem sich das zweite Galvanometer aufschaukelt, und det 
allein abgelesen wird, ist durch den vollen Bewegungsverlauf 
i des ersten Galvanometers während der ganzen MeBzeit bedingt. 
Wenn zufällige, voneinander unabhängige Schwankungen in der 
Bewegung des ersten Galvanometers auftreten — etwa äußere 
Störungen —, so werden sie im Endausschlag des zweiten 
Galvanometers nur sehr wenig in Erscheinung treten. Die 
_ thermodynamischen Schwankungen des ersten Galvanometers 
sind aber, wie schon hervorgehoben, über Zeiträume, die mit 
der Aufschaukelzeit vergleichbar sind, nicht voneinander un- 
abhängig. Es zeigt sich dies darin, daß in der Brownschen 
Bewegung eines solchen schwach gedämpften Systems die 
_ Eigenschwingungsperiode ziemlich deutlich auftritt. Infolgedessen 
_ beeinflussen diese Störbewegungen das zweite Galvanometer 
ziemlich stark und spielen bei dessen Endausschlag noch eine 
wesentliche Rolle. Man kann dies auch etwa so ausdrücken: 
Das Thermorelais mit dem zweiten Galvanometer vergrößert 
den eigentlichen MeBausschlag n-fach. Zufällige Störungen in 
der Bewegung des ersten Galvanometers werden wesentlich 
weniger verstärkt. Für die Brownschen Schwankungen des 
ersten Galvanometers ist die Verstärkung aber auch noch fast 
 n-fach. Hardy hat für den Spezialfall seiner Galvanometer 
eine diesbezügliche Rechnung durchgeführt, und kommt zu dem 
Ergebnis, daß die Verstärkung Y0,826 -n = 0,91. n-fach sei. 


= 7 Zu einem bemerkenswerten Resultat gelangt man, wenn 
Be man nach dem Nutzeffekt bei solchen Strahlungsmeßinstru- 
_ menten fragt, die die Strahlungswärme zuerst in Körperwärme 
verwandeln. Zu dieser Gruppe gehört das Radiometer (Crookes- 
sche Lichtmühle, gaskinetischer Effekt) und die Thermoelemente 


Instrument zusammengebaut wie beim Mikroradiometer (Boys)}. 
Es handelt sich hier darum, welcher Bruchteil der Strahlungs- 
energie, die während einer Messung zur Absorption gelangt, 


tritt. Da man ein solches Instrument als eine Wärmekraft- 
maschine auffassen kann, die mit dem Temperaturgefälle 47T 
arbeitet, das zwischen ru bestrahlten und dem unbestrahlten 
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W. Czerny. Über die Brownsche Molekularbewegung usw. 1009 


Empfangselement besteht, so folgt nach dem zweiten Hauptsatz, 
daß der gesuchte mechanische Nutzeffekt im günstigsten Fall 


n _— ist. Da 4 T der Zustrahlung proportional ist, so ist der 


Nutzeffekt also nicht konstant, sondern nimmt mit kleiner werden- 
der Zustrahlung immer mehr ab. Bei den geringsten Strahlungs- 
intensitäten, die man zur Zeit etwa mit solchen Instrumenten 
beobachtet, liegt AT in der Größenordnung von 3-10", Da 
T ~ 300° K ist, so ist also der Nutzeffekt im günstigsten 
3-107? 
= 
Zahl, zumal der wirkliche Nutzeffekt dann natürlich noch 
merklich kleiner, also etwa 101° zu erwarten ist. In der Tat 
fand ich so kleine Werte, als ich die Leistung eines Mikro- 
radiometers untersuchte. Auch für das Hardysche Resonanz- 
radiometer ergeben sich solche Werte. Er gibt an, daß eine 
Strahlung von 5.10% Erg/sec gerade noch nachweisbar war. 
Nimmt man wieder eine Ausschlagszeit von 40 Sek. an, so 
wurden also 2-10—4 Erg dem Thermoelement zugestrahlt. Der 
dadurch hervorgerufene Ausschlag des Empfangsinstruments ist 
von der Größenordnung der Brownschen Nullpunktschwan- 
kungen, die potentielle Energie des Systems beträgt also etwa 


2.10=14Erg. Daraus folgt der Nutzeffekt 7 = = 10-1, 


Aus diesen Betrachtungen ersieht man, wie wichtig es ist, 
bei Strahlungsmessungen den Energiestrom auf ein möglichst 
kleines Element zu konzentrieren, damit AT möglichst groß 
wird. Ferner versteht man die zunächst überraschende Tat- 
sache, daß Instrumente, die auf so ganz verschiedenen Prin- 
zipien aufgebaut sind, wie das gaskinetische Radiometer und 
die thermoelektrischen Empfänger, in ihren höchst entwickelten 
Ausführungsformen bezüglich Empfindlichkeit sehr nahezu das 
gleiche leisten, eine Tatsache, die wohl schon früher auf- 
gefallen wäre, wenn es praktisch durchführbare Methoden geben 
würde, um wirklich einwandfrei die Leistungen zweier ver- 
schiedener Strahlungsmeßinstrumente zu vergleichen. Dagegen 
bleibt bei dieser Betrachtungsweise die Leistungsgrenze des 
Bolometers unklar, denn bei diesen Instrumenten wird durch 
die Erwärmung der Empfangsstelle nur ein Widerstand ver- 
ändert und dadurch eine Umsteuerung elektrischer Ströme in 


a 


Falle 7 = Das ist eine bemerkenswert kleine 
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Se einer Brückenanordnung bewirkt. Die Energie für den Aus- 
A ed schlag des Empfangsinstrumentes entstammt also der Strom- 

ey quelle, mit der die Widerstandsmessung ausgeführt wird, nicht 
a ri der Strahlung. Man könnte daher beim Bolometer eine Über- 
a schreitung der oben gefundenen Empfindlichkeitsgrenze er- 
warten. Doch spricht das experimentell vorliegende Material 
sehr deutlich dafür, daß für das Bolometer in Wirklichkeit die 
gleiche Grenze besteht. Wenn diese Vermutung richtig ist, so 
würde sie sich beweisen lassen, wenn man auf die thermo- 
dynamischen Stromschwankungen in den einzelnen Brücken- 
ästen bei der Widerstandsmessung eingeht. 

Der Vorteil, den die Einführung des Begriffs des Nutz- 
effektes bei höchst empfindlichen Meßinstrumenten bringt, 
scheint mir darin zu liegen, daß man die Größe des Nutz- 
effektes bei irgendeiner Instrumentkonstruktion meist schon 
aus allgemein technischen Erfahrungen abschätzen kann und 
daher durch einfache Überschlagsrechnung die Grenze der 
Leistungsfähigkeit einer Konstruktion abschätzen kann. Sicher- 
heit bieten diese Überlegungen in negativer Hinsicht. Wenn 
ein Konstruktionsvorschlag keinen größeren Nutzeffekt als ein 
schon erprobter verspricht, darf man von ihm keine Steigerung 
der Empfindlichkeit erwarten. In umgekehrter Hinsicht ist 
dagegen Vorsicht geboten, wie das obige Beispiel des Bolo- 
meters zeigt. 


Berlin, Physikalisches Institut der Universitat. 


FR 


(Eingegangen 3. Dezember 1931) 
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ak Über die bei der Totalreflexion RER 


Von A. Rostagni 


In einem in den „Annalen der Physik“ kürzlich er- 
schienenen Aufsatze') hat F. Noether das Problem des Ein- 
dringens von Licht in das zweite optisch dünnere Medium 
nochmals behandelt. Der klassischen Theorie der Brechung 
einer unendlichen ebenen Welle an der Trennungsfläche zweier 
Medien gemäß ist bekanntlich, wenn der Einfallswinkel größer 
als der Grenzwinkel wird, im optisch dünneren Medium eine 
eigentümliche Welle zu erwarten, die exponential an Amplitude 
mit der Tiefe abnimmt. Daß diese Welle wirklich auftritt, ist 
durch verschiedene Versuche bewiesen worden. Außer den 
Experimenten, die im „Handbuch der Experimentalphysik“ 2) 
angeführt sind, wäre hier noch ein Versuch zu erwähnen, den 
der Verf.*) ausgeführt hat, in dem er eine Fluoreszeinlösung 
als optisch dünneres Medium benützte, um aus der Intensität 
des wahrnehmbaren Fluoreszenzlichtes Schlüsse über den Wert 
der die Lösung durchströmenden Energie ziehen zu können. 
Die Versuchsergebnisse zeigten sich mit der obenerwähnten 
Theorie im Einklange. 

Die Arbeit des Hrn. Noether schließt sich einer früheren von 
J. Picht®) an. Beide Autoren stellen sich die Frage, woher die 
Energie der Welle im zweiten Medium komme, da man theore- 
tisch einen konstanten positiven Wert des Energieflusses parallel 
der Grenzfläche im zweiten Medium erhält, während der Energie- 
fluB durch die Grenzfläche sich im Zeitmittel gleich Null erweist. 
Die Autoren glauben, daß zur Lösung dieses Problems die üb- 


1) F. Noether, Ann. d. Phys. 11. S. 141. 1931. 
2) W. Wien u. J. Harms, Hdb. der Exp.-phys. 18. S.153 u. ff. 
3) A. Rostagni, Nuovo Cimento 4. S. 218. 1927. 


4) J. Picht, Ann. d. Phys. 3. 8. 433. 1929. 
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liche Theorie unzulänglich sei. Die Ursache dazu wäre in der 
Tatsache zu suchen, daß jene Theorie eine unendliche ebene 
Welle betrachtet, während man in der Experimentalpraxis immer 
mit begrenzten Strahlenbündeln endliche Öffnungswinkels zu 
tun hat. Deshalb hat Hr. J. Picht für fie Reflexion eines 
solchen Strahlenbündels an der Trennungsebene zweier Medien 
eine weitgehende mathematische Behandlung durchgeführt. 
Hr. F. Noether hat seinerseits dieselbe Frage durch elemen- 
tare Betrachtungen diskutiert; sein Ausdruck des Energie- 
flusses durch die Trennungsfläche enthält neben den gewöhn- 
lichen Gliedern konstanter Amplitude, die im Zeitmittel ver- 
schwinden, Glieder, deren Amplitude eine Funktion der Bündel- 
öffnung ist, und deren Mittelwerte periodisch längs der Trennungs- 
fläche zwischen positiven und negativen Werten schwanken. 

Ich will nun weder die Gültigkeit der Ausführungen dieser 
Autoren, noch die Bedeutung ihrer Ergebnisse an sich in Ab- 
rede stellen, insofern sie zu einer Vervollkommnung der üb- 
lichen, allgemein angenommenen angenäherten Ausdrücke ge- 
führt haben: ich möchte nur hervorheben, daß für die ver- 
mutete Unbestimmtheit in bezug auf den Ursprung der im 
zweiten Medium strömenden Energie kein Grund vorhanden ist. 

Diese Frage ist übrigens nicht zum ersten Male auf- 
geworfen worden. Schon W. Voigt und andere hatten als 
Folge der allgemeinen Theorie das Bestehen einer im zweiten 
Medium längs der Grenzfläche sich fortpflanzenden Welle an- 
genommen, welche die Energie aus dem Unendlichen entnehme 
und im Unendlichen zurückgebe. Dieser Welle käme auch die 
eigentümliche Eigenschaft zu, nicht transversal zu sein.') Es 
bestand hier ein Mißverständnis, das im wesentlichen von 
A. Eichenwald?) geklärt worden ist, als dieser den Verlauf 
des Poyntingschen Vektors für die ebenen Wellen in beiden 
Mitteln bei der Totalreflexion bearbeitete. Seine Auseinander- 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 67. S. 185. 1899; P. Drude, Lehrbuch 
der Optik, usw. Hr. Voigt hat vielmehr, von dieser Darstellung aus- 
gehend, einen Versuch ersonnen und ausgefiihrt (a. a. O. beschrieben): 
der Verf. hat aber (A. Rostagni, a. a. O.) die Möglichkeit einer davon 
ganz unabhängigen Deutung erörtert. 

2) A. Eichenwald, Journ. d. russ. phys.-chem. Ges. 41, phys. 
Teil, S. 131—153. 1909. 
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A. Rostagni. Über die bei der Totalreflexion usw. 1013 


setzungen und insbesondere eine bildliche Darstellung des Ver- 
laufes des Poynting schen Vektors sind von C. Schaefer und 
G. Gross!) wiedergegeben worden. 

Die Frage ist später vom Verf. im „Nuovo Cimento“ in 
allgemeinverständlicher Darstellung wieder behandelt worden.?) 
Es wird hier hervorgehoben, daß die für die Welle im optisch 
dünneren Medium vermuteten Anomalien genau ebenso im 
dichteren Medium für die aus der einfallenden und der reflek- 
tierten resultierende Welle eintreten. Der Energiefluß ändert 
sich, ebenso wie durch die Elemente der Trennungsebene, auch 
durch jedes der Trennungsebene parallele Oberflächenelement 
harmonisch mit der Zeit, und ergibt deshalb den Mittel- 
wert Null. 

Betrachten wir der Einfachheit halber eine in der Einfalls- 
ebene polarisierte einfallende Welle; nehmen wir diese als 2 z - 
Ebene mit der z-Achse auf der Trennungsebene; die y-Achse 
senkrecht dazu. Sei mit m der Einfallswinkel bezeichnet, mit v 
die Phasengeschwindigkeit im ersten Medium, mit Y und X 
bzw. die elektrische und die z-Komponente der magnetischen 
Feldstärke, mit ö eine Phasenkonstante. Man erhält sodann, 
für den Fluß durch das Oberflichenelement do=dzdy 
während des Zeitintervalles t, — t,, in beiden Medien, Aus- 
drücke folgender Art ; 


a@ = "do, 
4a | T v 
wo A(z) zwei verschiedene Funktionen der Variable z in beiden 
Medien darstellt, eine Sinusfunktion im ersten und eine Expo- 
nentialfunktion im zweiten Medium; diese werden fiir z= 0 
identisch, wie von den Grenzbedingungen verlangt wird. 

Dies läßt sich, meines Erachtens, physikalisch deuten 
wenn man annimmt, daß die resultierende Welle im ersten 
Medium und die Welle im zweiten die Energie wechselweise 
durch jedes Element der Trennungsfläche sich austauschen. 
Es ist also außer Frage, woher die Energie im zweiten Medium 
komme: dieses ist das Wesentliche an der Sache. 


1) ©. Schaefer u. G. Gross, Ann. d. Phys. 32. S. 648. 1910; vgl. 


auch Hdb. d. Exp.-phys., a. a. O. S. 155. 
2) A. Rostagni, Nuovo Cimento 4. Rivista. 8. 81. 1927. 
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Es scheint mir ohne weiteres statthaft, die Hauptrolle bei 
den Erscheinungen im zweiten Medium, die zum Beweis des 
_ Eindringens von Licht angeführt werden, der Energie zu- 
WM zuschreiben, die in der erörterten Weise ins Spiel tritt.!) Eine 
experimentelle Bestätigung dazu gibt der vom Verf. aus- 

geführte oben erwähnte Versuch, insofern er die Größen- 
ordnung der ins zweite Medium übergehenden Energiemenge 

abzuschätzen gestattet: diese wurde, wie gesagt, im Einklang 
mit dem theoretischen, für die ebene Welle berechneten Wert 
gefunden. Daß durch die Grenzfläche ein dauernder Energie- 
fluB als Folge des endlichen Wertes der Bündelsöffnung sich 
dem eigentlich periodischen Fluß überlagere, hat für diese 
Versuche keine wesentliche Bedeutung; es gibt vor allem keinen 
= 2 Grund, anzunehmen, daB das Vorhandensein der endlichen 
Öffnung einen größeren Fehler bei der Anwendung der für 
die Welle gültigen Formeln für den Fall der Totalreflexion 
mit sich bringe, als für die Fälle der gewöhnlichen Reflexion 
und Brechung. 

x Für eine vollständigere Erörterung der meines Erachtens 
zwischen den Wellen im ersten und im zweiten Medium 
physikalisch anzunehmenden Beziehungen verweise ich auf 
meine oben zitierten Arbeiten. 


1) Insofern die erwähnten Erscheinungen unter Aufwendung einer 
gewissen Energiemenge vor sich gehen (z. B. zur Erregung der Fluores- 
zenz), wird natürlich der Mittelwert des Energieflusses durch die xy- Ebene 


wird aber eine ganz andere Frage aufgeworfen, welche gleichfalls als 
beantwortet betrachtet werden kann (vgl. C. Schaefer u. G. Gross, 


a. a. O.). en 
(Eingegangen 30. November 1931) 
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 H.O. Kneser. Berichtigung usw. 1015 


Berichtigung zur Abhandlung: 
„Die Dispersion hochfrequenter Schallwellen 
in Kohlensäure‘‘ 

(Annalen der Physik, 5. Folge, Band 11, S. 777, 1931) 


Von H. O. Kneser 


In der genannten Arbeit ist ein Rechenfehler unterlaufen '), 
der die quantitativen Ergebnisse entstellt; bei der Berechnung 
der Dispersionskurve (S. 794) wird die beste Anpassung an die 
gemessenen Schallgeschwindigkeitswerte erzielt, wenn man 
ß = 0,95-10~* sec (nicht 0,95-.107°) wählt. 

Daß der um eine Zehnerpotenz kleinere Wert zutrifft, ist 
ohne genaue Durchrechnung der experimentellen Dispersions- 
kurve (Figg. 8 und 9) zu entnehmen: Sie passiert einen Wende- 
punkt — und gleichzeitig den Mittelwert zwischen den Asymptoten 
für große und kleine Frequenzen — bei logy = 5,3; die Wende- 
punktsfrequenz ist also », = 2-10 Hertz. Andererseits wurde 
für diejenige Kreisfrequenz, bei der die Dispersionskurve den 


Wendepunkt durchlaufen soll, abgeleitet: », =3 2 (S. 770 
unten). Mit C,:C = aa (S. 793 unten) ergibt sich also: 


3,349 
OC,  2a-2-10°-25 
Demzufolge ist zu setzen: 
S. 798 Zeile 15: 107° statt 1075 
S.799 Zeile4 und 8: 10% „ 107% 
Zeile 9und 10: 10% 


Zeile 14: „105, 
eee Zeile 20: 1075 ,, 107%, 


Zeile 33 und 35: 10? „103%. 


1) Hrn. Dr. E.Großmann, Breslau, der mich auf diesen Fehler 
aufmerksam machte, bin ich dafür sehr zu Dank verpflichtet. 
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8. 800 Zeile 15: 107° statt 107% und 3,1 statt 3,8, 


Zeile 16: 1,5 a = 
letzte Zeile: 107% „ 1075, 


Die Überlegungen von S. 799 und 800 führen demnach zu 
dem noch befriedigenderen Resultat, daß im Mittel zur An- 
regung eines Schwingungsquantes das 1,5fache desjenigen Be- 
trages an StoBenergie erforderlich ist, der im giinstigsten Fall 
Anregung herbeiführen kénnte.?) 


1) Auch die Überlegungen, die 0. Heil (Ztschr. f. Phys. 74. S. 32. 
1932) an den Wert 6 ~ 10° see anknüpft, können durch eine geringe 
Modifikation mit dem richtigen Wert in Einklang gebracht werden; 
etwa indem man die Annahme, daß das C-Atom im Moment des StoBes 
als frei gelten könne, fallen läßt. 


Marburg, Physikalisches Institut der Universität, den 
29. Januar 1932. 


(Eingegangen 29. Januar 1932) 
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